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Definitio i. 

C ' 

alculus integratis tjl methodus , ex data differentiatium rela- 
tione inueniendi relationem ipfarum quantitatum ; et operatio , qua 
hoc praejiat ur, integratio vocari folet. 

Corollarium i. 

2. Cum igitur calculus differenti alis ex data relatione 
quantitatum variabilium , relationem differentialium inueftigare 
doceat: calculus integralis methodum inuerfam fuppcditat. 

Corollarium 2. 

3. Quemadmodum fcilicet in Analffi perpetuo binae 
operationes fibi opponuntur, veluti fubtradio additioni, diuifio 
multiplicationi , extradio radicum euedioni ad poteftates , ita 
etiam fimili ratione calculus integralis calculo differentiati op- 
ponitur. 

Corollarium 3. 

4. Propofita relatione quacunque inter binas quanti- 
tates variabiles x etj', in calculo differentiati methodus traditur 
rationem differentialium dj:dx inueftigandi : fm autem vicifTim 
ex hac differentialium ratione ipfa quantitatum x et y relatio 
iit definienda, hoc opus calculo integrati tribuitur. 

A Scho- 
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Scholion i. 

5. Ia calculo differentiali iam notaui, quaeftionem dc 
differentialibus non abfolute fcd relariue efle intelligendam, ita 
vt , fi y fuerit fun&io quaecunque ipfius x , non tam ipfum 
eius differentiale dy , quam eius ratio ad difFerentiale 3 jt fit 
definienda. Cum enim omnia differentialia per (e fint nihilo ae- 
qualia, quaecunque fun&io y fuerit ipfius x, femper eft dy — o, 
neque fic quicquam amplius abfolute quaeri poflet. Verum 
quaeftio ita rite proponi debet, vt dum x incrementum capit 
infinite paruum adeoque euanefeens 3 jc, definiatur ratio incre- 
menti fun&ionis y , quod inde capiet, ad iftud 3 jc: etfi enim 
vtrumque eft rr: o, tamen ratio certa inter ea intercedit, quae 
in calculo differentiali proprie inveftigatur. Ita fi fuerit y — x x y 
in calculo differentiali oftenditur efle tZ~ 2 x, neque hanc in- 
crementorum rationem efle veram , nifi incrementum 3 x , ex 
quo 3 y nafeitur, nihilo aequale ftatuatur. Verum tamen, hac 
vera differentialium notione obferuata , locutiones communes , 
quibus differentialia quafi abfolute enunciantur, tolerari poflunt, 
dummodo femper in mente faltem ad veritatem referantur. 
Recte ergo dicimus, fi y zr jf jr, fore 3^~ 2 x 3 ar, tam etfi fal- 
fum non eflet, fi quis diceret 3>' — 3 jc3.v , vel dyzzz^xdx , 
quoniam ob dx — o et dy~ o, hae aequalitates aeque fub- 
fiftcrent j fed prima fola rationi verae 2 x eft confentanea. 

Scholion 2. 

6. Quemadmodum calculus differentialis apud Anglos 
methodus fluxionum appellatur , ita calculus integralis ab iis 
methodus fluxionum inuerfa vocari folet, quandoquidem a flu- 
xionibus ad quantitates fluentes reuertitur. Quas enim nos 
quantitates variabiles vocamus , eas Angli nomine magis ido- 
neo quantitates fluentes vocant, et earum incrementa infinite 
parua feu euanefeentia fluxiones nominant, ita vt fluxiones ipfis 
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Digitizcd by Google 



IN GENER e. 



3 



idem fint, quod nobis difFerentialia. Haec diuerfitas loquendi 
ita iam vfu inualuit, vt conciliatio vix vnquam fit expedanda; 
equidem Anglos in formulis loquendi lubenter imitarer , fed 
figna quibus nos vtimur , illorum fignis longe anteferenda vi- 
dentur. Verum cum tot iam libri vtraque ratione confcripd 
prodierint, huiusmodi conciliatio nullum vfum efiet habitura. 

Definitio 2 . 

7. Cum fundionis cuiuscunque ipfius x differentiaU 
huiusmodi habeat formam X dr, propofita tali forma diffe- 
rentiali Xdx, in qua X fit fundio quaecunque ipfius x, illa 
fundio , cuius difFerentiale cft — X d x , huius vocatur inte- 
grale , et praefixo figno /indicari folet : ita vt /Xdx eam 
denotet quantitatem variabilem, cuius differentialc eft — Xdx. 

Corollarium 1. 

8- Quemadmodum ergo propofitae formulae differen- 
tialis Xdx integralc, feu ea fundio ipfius x, cuius difFerentiale 
eft z=Xdx, quae hac feriptura /Xdx indicatur, inueftigari 
debeat, in calculo integrali eft explicandum. 

Corollarium 2 , 

9. Vti ergo littera d fignum eft differentiationis , ita 
littera / pro figno integrationis vtimur, ficque haec duo figna 
fibi mutuo opponuntur, et quafi fedeftruunt: fcilicet/dX erit 
— X , quia ea quantitas denotatur cuius difFerentiale eft d X, 
quae vti que cft X. 

Corollarium 3. 

10. Cum igitur harum ipfius x fundionum 
x a , x", / (a a — x x) 

difFerentialia fint 

2 xdx, »x*-' 3 x, 

7 7 Vtao — xx ) 
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figno integrationis / adhibendo, patet fore: 

/2 xdx-xxi fnx n ' l d x-x n , f v ~ *jA -= / 0 a -x x) 
vade vfus huius figni clarius perfpicitur. 

Scholion 1. 

xx. Hic mica tantum quantitas variabilis in compu- 
tum ingredi videtur , cum tamen ftatuamus tam in calculo difc 
ferentiali quam integrali, femper rationem duorum pluriumue 
differentialium fpe&ari. Verum etfi hic vna tantum quantitas 
variabilis x apparet, tamen reuera duae confideranrur ; altera 
enim eft ipfa illa funCtio, cuius differentiale fumimus e(Te X d x, 
quae fi defignetur littera y , erit dy X d jr, feu — X , ita 
vt hic omnino ratio differentialium dj» : dx proponatur, quae 
eft — X, indeque erit y — /X d x : hoc autem integrale non 
tam ex ipfo differentiati XDjt, quod vtique eft — o, quam 
ex eius ratione ad dx inueniri eft cenfendum. Caeterum hoc 
fignum / vocabulo fummae efferri folet, quod ex conceptu pa- 
rum idoneo, quo integrale tanquam fumma omnium differen- 
tialium fpedatur, eft natum; neque maiore iure admitti poteft, 
quam vulgo lineae ex punCtis conflare concipi folent. 

Scholion 2. 

12. At calculus integralis multo latius quam ad huius- 
modi formulas integrandas patet, quae vnicam variabilem com- 
plectuntur. Quemadmodum enim hic funCiio vniu/ variabilis * 
ex data differentiatis forma inueftigatur; ita calc/ilus integralis 
quoque extendi debet ad fundironcs duarum pluriumue varia- 
bilium inueftigandas, cum relatio quaedam differentialium fue- 
rit propofita. Deinde calculus integratis non folum ad diffe- 
rentiatis primi ordinis adftringitur, fed etiam praecepta tradere 
debet , quorum ope funCtioncs tam vnius quam duarum plu- 
riumue variabilium inueftigari queant, cum relatio quaedam dif* 
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ferentialinm fecundi altiorisue cuiusdam ordinis fuerit data. At- 
que hanc ob rem definitionem calculi integralis ita inftruximus, 
vt omnes huiusmodi inueftigationes in fe complefteretur; dif» 
ferentialia enim cuiusque ordinis intelligi debent, et voce re- 
lationis, quae inter ea proponatur, fum vfus, vt latius pateret 
voce rationis , quae tantum duorum differentiaiium compara- 
tionem indicare videatur. Ex his ergo diuifionem calculi inte- 
gralis conftituere poterimus. 

Definitio 3. 

13. Calculus integralis diuiditur in duas partes, qua- 
rum prior tradit methodum , fundionem vnius variabilis inueni- 
endi ex data quadam relatione inter eius differentialia tam pri- 
mi quam altiorum ordinum. 

Pars autem altera methodum continet, funbionem dua- 
rum pluriumue variabilium inueniendi, cum relatio inter eius 
differentialia fiue primi fiue altioris cuiusdam gradus fuerit pro» 
polita. 

Corollarium 1. 

14. Prout ergo fundio ex data differentiaiium relatione 
innenienda, vel vnicam variabilem complebitur, vel duas plu- 
resue, inde calculus integralis commode in duas partes princi* 
pales dispefcitur, quibus exponendis duos libros deftioamus. 

Corollarium 2. 

15. Semper igitur calculus integralis in inventione fon- 
bionum vel vnius vel plurium variabilium verfatur, cum fciK- 
cet relatio quaepiam inter eius differentialia fiue altioris cuius- 
piam ordinis fuerit propofita. 

Scholion. 

16 . Cum hic primam partem calculi integralis in in* 
tefbgatione fundionum vnicae variabilis ex data differend alium- 
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relatione conftituamus, plurcs partes pro numero variabilium 
funtflionem ingredientium conditui debere videatur, ita vt pars 
fecunda fumdiones duarum variabilium , tertia trium , quarta 
quatuor etc. compleftatur. Verum pro his pofterioribus par- 
tibus methodus fere eadem requiritur, ita vt fi inuentio fun- 
iflionum duas variabiles inuoluentium fuerit in poteftate , via 
ad eas , quae plures variabiles implicant , fatis fit patefada ; 
vnde inuentionem ciusmodi fun&ionum, quae duas pluresue va- 
riabiles continent, commode coniungimus, indeque vnicam par- 
tem calculi integralis conftituimus, pofteriori libro traftandam. 

* . J 

Caeterum haec altera pars in elementis adhuc nusquam 
e(l traftata, etiamfi eius vfus in Mechanica ac praecipue in do- 
«flrina fluidorum maximi fit vfus. Quocirca cum in hoc genere 
praeter prima rudimenta vix quicquam fit exploratum, nofter 
fecundus liber de calculo integrali admodum erit fterilis, ac 
praeter commemorationem eorum , quae adhuc defiderantur, 
parum erit expedandum; verum hoc ipfum ad fcientiae in- 
crementum multum conferre videtur. 

: > Definitio 4. 

17. Vterque de calculo integrali liber commode ftib- 
diuiditur in partes pro gradu diffcrentialium, ex quorum rela- 
tione funftionem quaefitam inveftigari oportet. Ita prima pars' 
verfatur in relatione diflerentialium primi gradus , fecunda in 
relatione diflerentialium fecundi gradus, quorfum etiam difle- 
r.entialia altiorum graduum ob tenuitatem eorum, quae adhuc 
funt inueftigata, referri poffunt. 

Corollarium 1. 

18 . Vterque ergo liber conflabit duabus partibus, in 

quarum priore relatio inter diflerentialia primi gradus propofita 
confiderabitur , in pofteriore vero eiusmodi integrationes oc- 
•J-- • cur- 
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current, vbi relatio inter differentialia fecundi altiorumue gra- 
duum proponitur. 

Corollarium 2. . . 

19. In primi ergo libri parte prima eiusmodi fundio 
Vrariabilis x inuenienda proponitur, vt polita ea fundione — 
et ^2— p, relatio quaecunque data inter has tres quantitates 
x, y et p adimpleatur : feu propofita quacunque aequatione 
inter has ternas quantitates, vt indoles fundionis y feu aequa- 
tio inter x et y tantum, exclufa p, eruatur. 

Corollarium 3. 

20. Pofterioris autem partis primi libri quaeftiones ita 

erunt comparatae, vt polito = — r etc. fi 

proponatur aequatio quaecunque inter quantitates x, y, p, r 
etc. indoles fundionis y per ar, feu aequatio inter x et y eli- 
ciatur. 

Scholion 1. 

ai. Quae adhuc in calculo integrali funt elaborata ma- 
ximam partem ad libri primi partem primam funt referenda, 
in qua excolenda Geometrae imprimis operam fuam colloca- 
runt: pauca funt quae in parte pofteriore funt praeftita, et alter 
liber, quem fecundum fecimus , etiamnnnc fere vacuus eft re- 
lidus. Prima autem pars libri primi, in qua potiflimum no- 
rtra tradatio confumetur, denuo in plures fediones diftinguitur, 
pro modo relationis, quae inter quantitates x, y et p ~t2 pro- 
ponitur. Relatio enim prae caeteris fimpliciflima eft, quando 
p — *2 aequatur fundioni cuipiam ipfius x, qua polita =X, 
vt fit — \ feu dy — Xdx; totum negotium in integra- 
tione formulae differentiatis Xdx abfoluitur: huius operatio- 
nis iam fupra nlentionem fecimus , quae vulgo fub titulo in- 
tegrationis formularum diflferentialium fimplicium, feu vnicam 

varia- 
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variabilem inuolucntium tranari folet. Eodem res rediret, fi 
p — aequaretur fundioni ipfius y tatmim , quandoquidem 
quantitates x et y ita ihter fe reciprocantur, vt altera tanquatn 
fu n dio alterius fpedari poflTit: haec ergo ad fedionem primam 
referentur. Sin autem p ^ aequaetur expreflioni ambas quan- 
titates x et y inuoluenti, aequatio habetur differentiatis huius 
formae P 3 x -t- Q dy ~ o, vbi P et Q fuut exprefliones quae- 
cunque ex' r , y et conflantibus conflatae. Quanquam aurem 
Geometrae multum in huiusmodi aequationum integratione de- 
fudarunt, tamen vix vitra quosdam cafus fatis particulares fune 
progredi. Sin autem p magis complicate par x et y determi- 
natur, vt eius valor explicite exhiberi nequeat, vcluti fi fuerit: 
p* z= xx p s — xyp-t-x* — y s 

ne via quidem conflat tentanda, quomodo inde relatio inter 
x et y inuefligari queat: pauca ergo, quae hic tradere licebit, 
cum praecedentibus fecundam fedionem primae partis libri pri- 
mi occupabunt. Ita ex vniuerfa noflra tradatione magis pate- 
bit, quod adhuc in calculo integrati defideretur, quam quid 
iam fit expeditum , cum hoc prae illo vt minima quaedam par- 
ticula fit fpedandum. 

Scholion 2 . 

22. In fingulis partibus, quas enarrauimus, fleri etiam 
folet, vt non folum vna quaedam fundio, fed etiam timui plu- 
res inuefligentur, ita vt neutra tine reliquis definiri poflit, quem- 
admodum in Algebra communi vfu venit, vt ad folutionem 
problematis plures incognitae in calcului^i fint introducendae, 
quae deinceps per totidem aequationes determinentur. Veluti 
fi eiusmodi binae fundiones y et z ipfius x fint inueniendae, 
vt fitt * 

xdy -f- azzdx =z o, et xxdz bxydy = cdyx 
hinc nouae fubdiuifiones noflrae tradationis conllitui potient. 

Verum 
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Verum quia hic vt in Algebra communi totum negotium ad 
eliminationem vnius litterae revocatur, vt deinceps duae tan- 
tum variabiles in vna aequatione fuperllnt, hinc tradatio nou 
multiplicanda videtur. 

Scholion $. 

23. In fecundo libro calculi integralis, quo fundio dua- 
rum pluriumue variabilium ex data differentialium relatione in- 
veftigatur, multo maior quaeftionum varietas locum habet. Sit 
enim z fundio binarum variabilium xctt inueftiganda, et cum 
denotet rationem eius differentialis ad d x, fi fola x pro 
variabili habeatur, at (|-|) rationem eius differentialis ad d/, fi 
fola t variabilis fumatur; prima pars eiusmodi continebit quae- 
ftiones, in quibus certa quaedam relatio inter quantitates x, r, 
2 et ( 7T ) proponitur, et quaeftio huc redit, vt hinc ae- 

quatio inter folas quantitates x, t et 2 eruatur; ir.de enim 
qualis z fit fundio ipfarum r tt /, patebit. In fecunda parte 
praeter has formulas (i 2 ) et (i£) etiam illae (~^-), ) 

et in computum ingredientur: quarum fignificatio ita 

ell intelligenda, vt politis prioribns — p et (i?) — vbi 
p et q iterum certae erunt fundiones iplorum x et f, futurum 
fit fimili exprefiionis modo, 

f i 3z \ ( 9 d 8 ~N s 3 z ^ 

Propofita ergo relatione inter has formulas et praecedentes, fi- 
mulque ipfas quantitas x, ( et t, aequatio inter ternas illas 
quantitates folas x, t et z erui debet. Huiusmodi quaelliones 
frequenter occurrunt in Mechanica et Hydraulica, quando mo- 
tus corporum flexibilium et fluidorum indagatur; ex quo ma- 
xime ell optandum , vt haec altera fedio fecundi libri calculi 
integralis omni cura excolatur. Neque vero opus erit, vt hanc 
inuelligationem ad diffcrentialia altiora extendamus, cum nul- 
li lac 
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lae adhuc quaeftiones fiat tradatae, quae tanta calculi incre- 
menta defiderent. 

Definitio 5. 

24. Si fundiones , quae in calculo integrali ex rela- 
tione differentialium quaeruntur, algebraice exhiberi nequeant, 
tum eae vocantur tronfccndentes , quandoquidem carum ratio 
vires Analyfeos communis tranfcendit. 

Corollarium. 1. 

25. , Quoties ergo integratio non fuccedit, toties fun- 
dio quae per integrationem quaeritur, pro tranfeendente eft 
habenda. Ita fi formula differentialis Xdx integrationem non 
admittit, eius integrale, quod ita indicari foiet /Xdx, eft fun- 
dio tranfeendens ipfius x. 

Corollarium 2. 

2<S. Hinc intelligitur, fi y fuerit fundio tranfeendens 
ipfius x - , vicilTm fore x fundionem tranfeendentem ipfius /, 
atque ex hac conuerfione nouae fundiones tranfeendentes ori- 
untur. 

Corollarium 3. 

27. Pro variis partibus et fedionibus calculi integralis 
nafcuntur etiam plura genera fundionum tranfeendentium, quo- 
rum adeo numerus in infinitum exfurgit : vnde patet quanta 
copia omnium quantitatum poffibilium nobis adhne fit ignota. 

Scholion 1. 

28. Iam ante quam in Analafin infinitorum penetraui- 
mus, fpecies quasdam fundionum tranfeendentium cognofcere 
licuit. Primam fuppeditauit dodrina logarithmorum: fi enim y 
denotet logarithmum ipfius x, vt fit y — l ar, erit y vtique fun- 
dio tranfeendens ipfius ar, ficque logarithmi quafi primam fpe- 
ciem fundionum tranfeendentium conftituunt. Deinde cum ex 

aequa- 
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aequatione y — lx vicifiim fit x~c y , erit x vtique etiam fun- 
dio tranfeendens ipfius y: ac tales fundiones vocantur expo- 
nentiales. Porro autem confideratio angulorum aliud genus ape- 
ruit: veluti fi angulus, cuius finus eft — j, ponatur ~ 0, vt 
fit 0 ~Arc.fin..r, nullum eft dubium, quin 0 fit fundio tran- 
fcendens ipfius r, et quidem infinitiformis: hineque cum conuer- 
tendo prodeat s~ fin.0, erit etiam finus s fundio tranfeendens 
anguli 0. Quanquam autem hae fundiones tranfeendentes fine 
fubfidio calculi integralis funt agnitae, tamen in ipfo quafi li- 
mine calculi integralis ad eas deducimur: earumque indoles ita 
nobis iam eft pcrfpcda , vt propemodum fundionibus alge- 
braicis accenfcri queant. Quare e:iam perpetuo in calculo in- 
tegraii, quotits fundiones tranfeendentes ibi repertas ad loga- 
rithmos vel angulos rcuocare licet , eas tanquam algcbraicas 
fpedare foiemus, 

Scholion 2 . 

29. Cum calculus integralis ex inuerfione calculi difi- 
ferentialis oriatur, perinde ac reliquae methodt inuerfae ad no- 
titiam noui generis quantitatum nos perducit. Ita fi a tyronc 
primorum elementorum nihil praeter notitiam nurrerorum in- 
tegrorum pofitiuorum poftulemus , apprehenfa additione, ftatitn 
atque ad operationem inuerfam, fubtradionem fcilicet, ducitur, 
notionem numerorum negatiuorum alTequetur. Deinde multi- 
plica'ione tradita , cum ad diuifionem progreditur , ibi notio- 
nem fradionum accipiet. Porro poftquam euedionem ad po- 
teftates didicerit, fi per operationem inuerfam extractionem ra-. 
dicum fufeipiat, quoties negotium non fuccedit, ideam nume- 
rorum irrationalium adipifeetur , haecque cognitio per totam 
Analyfin communem fufficiens cenferur. Simili ergo modo 
calculus integralis, quatenus integratio non fuccedit, nouum no- 
bis genus quantitatum tranfeendentium aperit. Non enim, vti 

B 2 ora- 
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omnium differentialia exhiberi poffunt , ita vicifllm omnium 
differentialium integralia exhibere licet. 

Scholion 3. 

30. Neque vero ftatim ac primi conatus in integra- 
tione expedienda fuerint initi , fundiones quaefitae pro tran- 
fccndentibus iunt habendae; fieri enim faepe folet , vt inte- 
grale etiam algebraicum nonnifi per operationes artificiofas ob- 
tineri queat. Deinde quando fundio quaefita fuerit tranfeen- 
dens, follicite videndum eft, num forte ad fpccies illas fim- 
pliciflimas logarithmorum vel angulorum reuocari pollit , quo 
cafu folutio algebraicae effet aequipnranda. Quod fi minus fuc- 
ceflcrit, formam tamen fimplicifiimam fundionum tranfeenden- 
tium, ad quam quaefitam reducere liceat, indagari conueniet. 
Ad vfum autem longe commodifiimum eft, vt valores func- 
tionum tranfeendentium vero proxime exhibentur , quem in 
finem infignis pars calculi integralis in inueftigationem ferie- 
rum infinitarum impenditur , quae valores earum fundionum 
contineant. 

Theorema. 

31. Omnes fundiones per calculum integralem in- 
ventae funt indeterminatae , ac requirunt determinationem ex 
natura quaeftionis, cuius foludonem fuppeditant, petendam. 

Demonftratio. 

31. Cum femper infinitae dentur fundiones, quarum 
idem eft differentiate , fiquidem fundionis P -f- C , quicunque 
vralor conflanti C tribuatur, differentiate idem eft rr 3 P: vi- 
ciftim etiam propofito differentiali 3 P , integrale eft P -f- C , 
vbi pro C quantitatem conflantem quamcunque ponere licet: 
vnde patet eam fundionem , cuius differentiale datur = d P , 
effe indeterminatam , cum quantitatem conflantem arbitrariam 
in fe inuoluat. Idem etiam eueniat neceffc eft, fi fundio ex 

qua- 
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quacunque differentialium relatione fit determinanda, fcmpcr- 
qne compleretur quantitatem conflantem arbitrariam , cuius 
nullum veftigium in relatione differentialium apparuit. Deter- 
minabitur ergo huiusmodi fundio per calculum integralem in- 
uenta, dum conflanti illi arbitrariae certus valor tribuitur, quem 
femper natura quaeflionis , cuius folutio ad illam fuudionem 
perduxerat, fuppeditabit. 

Corollarium i. 

32. Si ergo fundio y ipfius jr ex relatione quapiam 
differentialium definitur , per conflantem arbitrariam ingreffam 
ita determinari poteft , vt pofito x — a fiat y — b: quo fado 
fundio erit determinata , et pro quouis valore ipfi x tributo 
fundio y determinatum obtinebit valorem. 

Corollarium 2. 

33. Si ex relatione differentialium fecundi gradus 
fundio y definiatur, binas inuoluet conflantes arbitrarias, ideo- 
que duplicem determinationem admittit, qua effici poteft, vt po- 
fito x — a, non folum y obtineat datum valorem fed etiam 
ratio |-^ dato valori c fiat aequalis. 

Corollarium 5. 

34. Si y fit fundio binarum variabilium x et t ex 
relatione differentialium eruta, etiam conflantem arbitrariam in- 
voluet , cuius determinatione effici poterit , vr pofito t ~ a , 
aequatio inter y et x prodeat data, feu naturam datae cuiuS' 
piam curuae exprimat. 

Scholion. 

35. Ifta fundionum integralium , feu quae per calcu- 
lum integralem funt iriuentae, determinatio quouis cafu ex na- 
tura quaeflionis tradatae facile deducitur; neque vlla difficultate 
laborat, nifi forte praeter neceffitatem folutio ad differentialia 

B 3 fuerit 
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fuerit perduda , cum per Analyfin communem erui potuiflet: 
quo cafu perinde atque in Aigebra quafi radices invtiles inge- 
runtur. Cum autem haec determinatio tantum in applicatio- 
ne ad certos cafus inflituatur , hic vbi integrandi methodum 
in genere tradimus, integralia in omni amplitudine eruere co- 
nabimur ; ita vt conftantes per integrationem ingreflae mane- 
ant arbitrariae, neque nifi conditio quaedam vrgeat, eas deter- 
minabimus. Caeterum determinatio fun&ionum ipfius x fimpli- 
cillima eft, qua eae cafu x — o, ipfae euanefeentes redduntur. 

Definitio 6. 

3 6. Integrale completum exhiberi dicitur, quando func- 
tio quaefita omni extenfione cum conflante arbitraria reprefen- 
tatur. Quando autem ifta conflans iam certo modo eft deter- 
minata, integrale vocari folet particulare. 

Corollarium i. 

' 37* Quouis ergo cafu datur vnicum integrale com- 

pletum; integralia autem particularia infinita exhiberi poflunt. 
Sic differenualis x f) x integrale completum eft i x x -f- C, in- 
tegralia autem particularia lx x; l x x - H i; i .v ur H— s etc. 
multitudine infinita. 

Corollarium 2. 

38. Integrale ergo completum omnia integralia parti- 
cularia in fe comple&itur ; ex coque haec omnia facile formari 
poflunt. Viciflim autem ex integralibus particularibus , inte- 
grale completum non innotefeit. Saepenumero autem, vti de- 
inceps parebit, habetur methodus, ex integrali particulari com* 
pletum inueniendi. 

Scholion. , 

39. Interdum facile eft integrale particulare coniedu- 
ra vel diuinatione afldqui. Veluti fi eiusmodi fundio ipfius x, 

quae 
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quae fit quaeritur, vt fit dy -\-yy d x — % x x x dy, huic 
aequationi manifeflo fatisfit fumendo y ~ x; quod ergo eft in- 
tegrale particulare , quoniam , in eo nulla ineft conflans arbi- 
traria: at integrale completum reperitur y — x ^~* , quod il- 
lud particulare in fe continet, fumendo C — co. Simili modo 
fumendo C ~ o , hinc aliud integrale obtinetur y — * , quod 
fuperiori aequationi perinde fatisfacit ac prius y — x. Omnia 
aurem integraiia particularia, quaecunque fatisfaciunt, contineri 
necefie eft in formula generali y — c * , prouti conflanti ar- 
bitrariae C alii atque alii valores tribuantur: ita fumto Cm 
fit etiam y — i. Plerumque autem enenire folet , vt etiamli 
iutegrale quoddam particulare fit algebraicum, tamen integrale 
completum fit tranfeendens. Vcluti fi propoGta fit haec ae- 
quatio d y -f -y ftatim patet fatisfieri pofito 

y — x, quod ergo eft integrale particulare; verum integrale 
completum conflantem arbitrariam C inuoluens, eft y-x-+-Ce~ x f 
denotante e numerum cuius logarithmus zz i : nifi ergo hic 
fumatur C zz o , fundio y femper eft tranfeendens. Haec in 
genere notaffe fufficiat, antequam ad tratfationem ipfam calculi 
integralis aggrediamur, quandoquidem ad omnes integrationes 
pertinent: nunc igitur forma traftationis expolita, ad opus trac- 
tandum pergamus. 



CON- 
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CONSPECTVS 

VNIVERSI OPERIS 

DE 

CALCVLO INTEGRALI. 



LIBER PRIOR: Tradit methodum inueftigandi fundiones vni- 
us variabilis ex data quadam relatione diffcrentialium , 
continetque duas partes: 

Pars prior: Quando relatio illa data tantum differentialia 
primi gradus compleditur. 

Pars poflerior : Quando relatio illa data differentialia fecun- 
di altiorumuc graduum compleditur. 

LIBER POSTERIOR: Tradit methodum inueffigandi fundio- 
ncs duarum pluriumue variabilium ex data quadam re- 
latione differentialium , continetque duas partes : 

Pars prior : Quando relatio illa data tantum differentialia 
primi gradus compleditur. 

Pars poflerior: Quando relatio illa data differentialia fecun- 
di altiorumuc graduum compleditur. 
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CALCVLI INTEGRALIS 

LIBER PRIOR. 



PARS PR^MA, 

SE V 

METHODVS INVESTIGANDI FVNCTIONES VNIVS 
VARIABILIS EX DATA RELATIONE QVACVNQVE 
DIFFERENTIALIVM PRIMI GRADVS. 



SECTIO PRIMA, 

DE 

INTEGRATIONE FORMVLARVM 
DIFFERENTIALIVM. 
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CAPVT I- 

DE 

INTEGRATIONE FORMVLARVM DIFFEREN- 
TLALIVM RATIONALIVM. 

Definitio. 

F 40. 

ormula differentialis rationalis eft, quando variabilis ar, cu- 
ius fundio quaeritur, differentiale dx multiplicatur in fundio- 
nem rationalem ipfius x : feu fi X defignet fundionem ratio- 
nalem ipfius x , haec formula differentialis Xdx dicitur ra- 
tionalis. 

Corollarium 1. 

41. In hoc ergo capite eiusmodi fundio ipfius x quae- 
ritur, quae fi ponatur j', vt aequetur fundioni rationali ip- 
fius x, feu pofita tali fundionc — X , vt fit ^ — X. 

Corollarium 2. 

42. Hinc quaerifur eiusmodi fundio ipfius x , cuius 
differentiale fit — Xdx; huius ergo integrale , quod ita in- 
dicari folet /Xdx, praebebit fundionem quaefitam. 

Corollarium 5. 

43. Quodfi P fuerit eiusmodi fundio ipfius x, vteiui 
differentiale d P fit ~ X d x, quoniam quantitatis P + C idem 
eft differentiale , formulae propofitae Xdx integrale comple- 
tum eft P -i- C. 

C % Scho- 
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Scholion i, 

44.. Ad libri primi partem priorem htiiusmodi refe- 
runtur quaediones, quibus fundiones folius variabilis x, ex 
data differentialium primi gradus relatione quaeruntur. Scili- 
cet li fundio quaefita —y et t? — p , id praedari oportet, vt 
propofita aequatione quacunque inter ternas quantitates x, y 
et p, inde indoles fundionis y, feu aequatio inter acet y, eli- 
fa littera p, inueniatur. Quaedio autem fic in genere propo- 
fita vires analyfeos adeo fuperare videtur, vt cius folutio nun- 
quam expedari queat. In cafibus igitur fimplicioribus vires 
nodrae funt exercendae , inter quos primum occurrit cains , 
quo p fundioni cuipiam ipfius x puta X aequatur , vt fit 
^ — X , feu dy — X d x, ideoque integrale y — /X d x re- 
quiratur , in quo primam fedionem collocamus. Verum et 
hic cafus pro varia indole fundionis X latidime patet, ac plu- 
rimis difficultatibus implicatur: vnde in hoc capite eiusmodi 
tantum quaediones euoluere indituimus, in quibus ida fundio 
X ed rationalis: deinceps ad fundiones irrationales atque adeo 
tranfeendentes progrefluri. Hinc ida pars commode in duas 
fediones fubdiuiditur, in quarum altera integratio formularum 
fimplicium, quibus p — fundioni tantum ipfius x aequatur, 
cd tradenda, in altera autem rationem integrandi doceri con- 
vdniet, cum propofita fuerit aequatio quaecunque ipfarum x, 
y et p. Et cum in his duabus fedionibus, ac podffimum priore, 
a Geometris plurimum fit elaboratum, eae maximam partem 
totius operis complebunt. 

Scholion 2. 

45* Prima autem integrationis principia ex ipfo cal- 
culo differentiali funt petenda , perinde ac priucipia diuifionis 
ex multiplicatione, et principia extradionis radicum ex ratione 

euedio- 
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cue<ftionis ad poteftates fumi foleut. Cum igitur fi quantitas dif- 
fcrcntianda ex pluribus partibus conftet, vt P-t-Q — R, cius dif- 
ferentialc fit 5P 5Q — <)R, ita vicifiim fi formula diffcrcntialis 
cx pluribus partibus conftet, vt PdA*-f-Q3jr — lOx, inte- 
grale erit f?dx -f-/Qdx — / R3 jt , fiugulis fcilicct partibus 
1 'corfim integrandis. Deinde cum quantitatis #P differentiale fit 
adP, formulae differentialis aVdx integrale erit afVdx: fci- 
licct per quam quantitatem conftantem formula diffcrcntialis 
multiplicatur, per eandem integrale multiplicari debet. Ita fi 
formula diffcrcntialis fit flPdarH- bQdx-+- cRdar, quaecunque 
fundioncs ipfius x litteris P, Q, R defignentur, integrale erit 
afPdx-\-bfQdx-i-cfRdx: ita vt integratio tantum in fin- 
gulis formulis Pd.r, Qdr et R9ar, fit inftituenda. Hocque 
fado infuper adiici debet conftans arbitraria C, vt integrale 
completum obtineantur. 

• Problema i. 

4 6 . Inuenire fundionem ipfius ar, vt eius differentiale 
fit znax n d ar, feu integrare formulam differcntialem a x n d x. 

Solutio. 

Cum poteftatis jr w differentiale fit mx m ~~ l dx :) erit vt- 

ciftim : 

fm x m ~ l d x — m/x m ~ I d x — x m , ideoque dx~ ^ x n . 

Fiat m — i— », feu m=n~h i, erit: 

fx n dx — ~ — et a f x 11 d x — 

J Tl-Hl 7 J 7t -f- I 

Vnde formulae differentialis propofitae a x n d x integrale com- 
pletum erit -H C, cuius ratio vel inde patet, quod 

eius differentiale reuera fit — a x n d x. Atque haec integra- 
tio. femper locum habet, quicunque numerus exponenti n tri- 
buatur, fiue pofitiuus fiuc negatiuus, fiue integer fiue fradus, 
fiue etiam irrationalis. 

C 3 Vnicus 

\ 
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Vnicus cafus hinc excipitur, quo eft exponens nn — r, 
feu haec formula a -~ integranda proponitur. Verum in cal- 
culo differentiati iam oftendimus, fi Ix denotet logarithmum 
hyperbolicum ipfius x, fore eius differentiale mde vi- 

cifTim concludimus elfe /^~/x, et fLLZ — alx. Quare 
adieda conflante arbitraria , erit formulae integrale com- 
pletum — fl/jr + C- / x a -f- C : quod etiam pro C ponen- 
do / c, ita exprimitur I c x a . 

Corollarium i. 

47. Formulae ergo differentialis <zx*dx integrale fem- 
per eft algebraicum , folo excepto cafu quo n — — 1 , et in- 
tegrale per logarithmos exprimitur, qui ad fundiones tranfeen- 
dentes funt referendi. Eft fcilicet f a ~ — alx -i- C =: lex*. 

Corollarium 2. 



48. 'Si exponens n numeros pofitiuos denbtet , fe- 
quentes integrationes vtpote maxime obuiae probe funt te- 
nendae : 

f adx — ax-*-C; faxdx rrSxx-+-C; /flx*3x:n“x 3 -+-C ; 
/ ax 3 dx~ 4 X 4 -hC ; /ax*dxz=“ x* -4-C; fax i dxzzz\x i -t-C. 



Corollarium 3. 

49. Si n fit numerus negatiuus, pofito n rr — m , fit 
'ad x a . „ — a 



fa a x 

J 



x'- m -hC = 



x 1 — m 
Tnde hi cafus fimpliciores notentur : 

raix — a . raSx — o 

J «*“ — ~ J „Ti 



(m — 1 ) x ' 









= = ^ + etc. 



Corol- 
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Corollarium 4. 

50. Quin etiam fi n denotet numeroi fra&os, integra* 
lia hinc obtinentur. Sit primo » = ?, erit 

f ad x Y x m — r/r" + C. 



Vnde cafus notentur: 

fadxYx=. ^x/x-hC; faxdxVx — l±x'Yx + Ci 
faxxdxYxz=.“x s Yx-*-Ci fax 3 dxY x^j-x+Yx+C. 



Corollarium 4 

51. Ponatur etiam et habebitur' 

'ad x 



/ ad x 

V x m 



ia 



Y x m a — m y x 1 
Vnde hi cafus notentur: 



-f- C — 



2 a 



(m — 2 ) y x m ~ % 



/'-& = *“•/ X- hC; /H?, = ^V‘+Ci 



— iar 



/ aix 

xx r x 3 * Vx 



C; fllZ. — -4- C.' 

Corollarium 6. 

ja. Si in genere ponamus » = £-, fiet: 

f*_ K-t-y 

/n * * d x = ~L~ x * H-C, feu per radicalia 



C. 



/a a r y& — Jt±_ * -+■ c. 

Sin autem ponatur n — zit habebitur : 

/ adx va In? _ « .. 

= x * 4-C, feu per radicalia: 

v — u. 

V» ‘ 

M ** 

y A 1 * ( ’~' 1 

Scho- 
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53. Quanquam in hoc capite fun&ioncs tantum ratio- 
nales tradare inftitueram, tamen iftae irrationalitatcs tam fpon- 
te Te obtulerunt, vt perinde ac rationales tra&ari polfint. Cae- 
terum hinc quoque formulae magis complicatae integrari pos- 
funt, fi pro x fundiones alius cuiuspiam variabilis z ftatuan- 
tur. Veluti fi ponamus r ~/+gs, erit dx~gdz: qua- 
re fi pro a feribamus — , habebitur: 

fadz(f+g *'• = - 1 ^ (f+ s z)'+‘ + C. 

Cafu autem lingulari, quo ti — — x ; 



Tum fi fit n ~ — w, fiet: 

/ ad z — a 

(/+gzf (w — 1) g (f g z) m ~ l 
Ac pofito « — t, prodit: 



C. 



fads(J-hgs)* = ■ 



(*-+- 

Pofito autem » — — obtinetur, 



(/ + g s) * -f- C . 



/ 



ad z 



v a (f - 4 - gz) 



t tu 

(/+«*)* ( * — t*-) g (J-i- g z)* 



C. 



Scholion 2. 

54- Caeterum hic infignis proprietas annotari mere- 
tur. Cum hic quaeratur funflio y, vt fit d y — a ar n d x , fi 
ponamus ~~ p, haec habebitur relatio p~ax n , ex qua 
fundio y inueftigari debet. Quoniam igitur eft 

ob 
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ob ax n — p , erit quoque y — JL£- -f- C : ficque cafum habe- 
mus, >bi relatio differentialium per aequationem quandam in- 
ter jr, y et p proponitur, cuique iam nouimus fatisfieri per 
aequationem ^ jr 1 *" 4-1 -f- C. Verum haec non amplius 

erit integrale completum pro relatione in aequatione y rii + C 
contenta, fed tantum particulare, quoniam integrale illud non 
inuoluit nouam conflantem, quae in relatione differentiali non 
infit. Integrale autem completum eft / no« 

uam conflantem D inuoluens: hinc enim fit || =r a D x n zrr p % 
idcoque y ~ C. Etfl hoc non ad praefens inflitutum 

pertinet, tamen notaffe iuuabit. 

Problema 2. 

5«f. Inuenire fun&ionem ipfius x, cuius difFercntiale 
fit r=X5jr, denotante X fun&ionem quamcunque rationalem 
integram ipfius x 9 feu definire integrale /Xdx. 

Solutio. 

Cum X fit fundio rationalis integra ipfius x 9 in hac 
forma contineatur necefTe eft: 

X — -j-5ar s H-eJr 4 -H^x J ctc. 

vnde per problema precedens integrale quaefitum eft 

/X5.vz=:C-4-ajr-t-Ji3jr 1 -f-jy4f s -+-j5jf 4 -+-}£.v s -+-g^ar s -i- etc. 
Atque in genere fi fit X — a x x -f- (3 -1- y *’ -f- etc. erit 

fXdx=zC-h -V-x»-*- 1 -^ -l-x' , - hl etc. 

J \ H-I H-f- l *-+-! 

^bi exponentes X , /x , v etc. etiam numeros tam negatiuos 
quam fradtos fignificare poliunt; dummodo notetur, fi fuerit 
— t, fore f~~ — al x 9 qui eft vnicus cafus ad ordinem 
tranfeendentium referendus. 

D Pro- 
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Problema 

5 <J. Si X denotet fundionem quamcunque rationalem 
fradam ipfius x, methodum defcribere , cuius ope formulae 
X d x intcgrale inueftigari conueniat. 

Solutio, 

Sit igitur X = 5., ita vt M et N futurae fint fundio- 
nes integrae ipfius x t ac primo difpiciatur, num fumma po- 
teftas ipfius x in numeratore M tanta fit , vel etiam maior 
quam in denominatore N? quo cafu ex fradione partes in- 
tegrae per diuifionem eliciantur, quarum integratio, cum nihil 
habeat difficultatis, totum negotium reducitur ad eiusmodi fra- 
dionem ", in cuius numeratore M fumma poteftas ipfius x 
minor fit quam denominatore N. 

Tum quaerantur omnes fadores ipfius denominator» 
M, tam fimplices fi fuerint reales, quam duplices reales, vi- 
cem fcilicet binorum fimplicium imaginariorum gerentes j fi- 
mulque videndum eft, vtrum hi fadores omnes fint inaequa- 
les nec ne? pro fadorum enim aequalitate alio modo refolu- 
tio fractionis “ in fradiones fimplices eft inftituenda, quando- 
quidem ex fingulis fadoribus fradiones partiales nafcuntur , 
quarum aggregatum fradioni propofitae " aequatur. Scilicet 
ex fadore fimplici a -f- b x nafeitur fradio ~rr~ x 5 ^ ^ nt 
aequales, fcu denominator N fadorem habeat (a b x)* y hinc 
nafcuntur fradiones — ; ex huiusmodi autem fa- 
dore {a~\~ b *) 3 hae tres fradiones 

A -j— » u c 

et ita porro. 

Fador autem duplex, cuius forma eft aa— 2 abxcof.% 
-t-bbxx, nifi alius ipfi fuerit aequalis, dabit fradionem par- 

, 1 tialem 
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• B x 



fi autem denominator N duos 



a a — 2 a b x coj. g ■+■ b b x x 

huiusmodi fadores aequales inuoluat, inde nafcuntur binae 
huiusmodi fradiones pardales: 



A -t- B » 

( a a — * o b x cof.f + b b x x)* 



■ n* 



, a a — *a b x cof.£ -+■ b b x x’ 

at fi cubus adeo (a a — 2 ab x cof. £ -f- b b x x) s fuerit fador 
denominatoris N, ex eo oriuntur huiusmodi tres fradiones 
pardales : 

r A -4- B a? 1 C -4- n» 

(a a — mb x coj.£-+- b b x *)* [a a — t a b x coj.f -t- b b x xp 

1 E •+■ F x 

" * a a-t- ta b x ctf.? -J-' b b x 'x' # _ . 

et ita porro. 

Cum igitur hoc modo fradio propofita H in omnes 
fuas fradiones fimpliccs fuerit refoluta, omnes continebuntur 
in alterutra harum formarum, 

A . A -f- B x 



vel 



vel 



(a -|- b x)*' {a a — 2 a b x cof. £ -f -b b x x)*’ 

ac fingulos iam per dx multiplicatos integrari oportet, erit 
omnium horum integralium aggregatum valor fundionis quae- 
fitae /X d x —/%■ d x. 

Corollarium i. 

57. Pro integratione ergo omnium huiusmodi formu- 
larum M.Dx, totum negotium reducitur ad integrationem hu- 
iusmodi binarum formularum : 

Ad x 



f-i 
J (a 



et 



r (A + By)8r 

J (a a — 2 a b x cof. £ -f -b b x x) 1 *’ 



b xf J 0 

dum pro n fuccefliue fcribuntur numeri 1, 2, 3? 4 ctc. 

Corollarium 2. 

58. Ac prioris quidem formae integrale iam fupra 
(53) eft expeditum, vnde patet fore: 

D a /Adx 
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Conft. 

f { 7$~r- x ? — FirjrsT ) "+“ Conft * 

4 - Conft. ' 



(a 



et generatim : 

Adx 



/; 



— A 



Conft. 



— 1— b xf 1 (n — i) b (a -f- b x )' — 1 

Corollarium 5. 

59. Ad propofitum ergo abfoluendum nihil aliud fu- 
pereft, nifi vt integratio huius formulae 

(A -4- B x) d x 



fi 



(a a — a a b x cof. £ -f - b b x x)' 

doceatur, primo quidem cafu n~ x, tum vero cafibus n~z 9 
n — 3, «n/)., etc. 

Scholion 1. 



<Jo. Nifi vellemus imaginaria euitare, totum negotium 
ex iam traditis confici poflet: dcnominatore enim N in omne3 
fuos fadores fimplices refoluto, fiue fint reales fiue imagina- 
rii, fradio propofita femper refolui poterit in fradiones par- 

A A 

tiales huius formae , vel huius , quarum 

a -+- b x (a + b x) n 

integralia cum fint in promptu, totius formae -^-dx, integra- 
le habetur. Tum autem non parum moleftum foret binas 
partes imaginarias * ita coniungere, vt expreflio realis refulta- 
ret, quod tamen rei natura abfolute exigit. 



Scholion 2. 

61. Hic vtiquc poftulamus, refolutionem cuiusque fun- 
dionis integrae in fadores nobis concedi , etiamfi algebra nen- 
tiquam adhuc eo iit perduda, vt haec refolutio adu inftitui 

pofiit. 
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pofiit. Hoc autem in Analyfi Vbique poftulari folet, vt quo 
longius progrediamur, ea quae retro funt relida, etiamfi non 
fatis fuerint explorata, tanquam congnita aflumamus: fufficere 
fcilicet hic poteft, omnes fadores per methodum approxima- 
tionum quantumuis prope aflignari pofle. Simili modo cum in 
calculo integrali longius proceflerimus , integralia omnium hu- 
iusmodi formularum Xdx , quaecunque fundio ipfius x litte- 
ra X fignificetur , tanquam cognita fpedabimus ; plurimumque 
nobis praeftitifle videbimur, fi integralia magis abfeondita ad 
eas formas reducere valuerimus: atque hoc etiam in vfu prac- 
tico nihil turbat , cum valores talium formularum /X d x , 
quantumuis prope aflignare liceat , vti in fequentibus oftende- 
mus. Caeterum ad has integrationes, refolutio denominatoris 
N in fuos fadores abfolute eft neceflaria, propterea quod fin- 
guli hi fadores in expreflionem integralis ingrediuntur: pau- 
ciflimi funt cafus, iique maxime obuii, quibus illa refolutione 

x n 1 3 x 

carere poflumus: veluti fi proponatur haec formula — , 

ftatim patet, pofito x n = v, eam abire in n(t 3 + v : } , cuius inte- 
grale eft * / ( x — f— v ) rzr: » / ( x ar n ); vbi refolutione in fado- 
res non fuerat opus. Verum huiusmodi cafus per fe tam funt 
perfpicui , vt eorum tradatio nulla peculiari explicatione in- 
digeat. 

Problema 4. 



62. Inuenire integrale huius formulae: 

„ f ( A -4- B x ) Sjc ^ 

J J a a •— i a b x caj. £ ■+■ b b x x 



Solutio. 



Cum numerator duabus conftet partibus A9x , -4-Bx‘9x, 
haec pofterior B x d x fequenti modo tolli poterit. Cum fit 

D 3 l(ao 
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K aa-^bxco^bbxx)=f^^±^, * 
multiplicetur haec aequatio per r ^- b , et a propofita auferatur: 
fic enim prodibit 

v—-± 1 -l(aa-'2abxco{.C l -*-bbxx)— K h ■ 

J aa — 2abxcol'.%-+-bbxx’ 

ita vt haec tantum formula integranda fuperfit. Ponatur bre- 
vitatis gratia A -f- — c b ^ — C, vt habeatur haec formula : 

r C dx 

' a a — i a b x ctj. { -+- b b x x * 

quae ita exhiberi potefl: 

/; 



a a Jin. 4’ -h l b x — a eoj. 4 7*^ * 

Statuatur b x — a cof. (=:atifin.^, hincque d x ~ — ? ! '"• * : 
vnde formula noftra erit: 

r C ai vjin. 4 : b C r 3 -u _ 

7 a a Jm.4 2 1 1 -+• w ) a b Jin. 4 * i + m' 

Ex calculo autem differentiali nouimus efle: 

/r^r = Arc * tan S- v = Arc - tan S- * x 7j,n.7 ~ i 

vnde ob C — *A±A , erit noflrum integrale 
• A 6 c 1 - Arc. tang. 

ab b Jm.4 ° a Jin. 4 

Quocirca formulae propofitae a a ^ b b x x integrale 
efl : 

— *L l(aa— 2 ab x cof. ^-hbbxx)-+- —-'*'^ aco {^ Arc. tang. b - x ~ a 

t b b K ' 7 ab b Jin. 4 ° a Jin. 4 » 

quod vt fiat completum, conftans arbitraria C infuper addatur. 

.Corollarium i 

63. Si ad Arc. tang. b JLzz±™Ll addamus Arc. tang. 
*ST<’ quippe qui in conflante addenda contentus concipiatur, 
prodibit Arc. tang. ficque habebimus: 

J 



Digitized by Google 



CAPVT I. 



3 * 



r ( a -4-b* ia * — * lfaa—2abxcoC.Z-hbbxx) 

J a a — 2 a b x coj. g-hb b xx t b b K * ' 

1 A b -4“ B fl Cof. ^ |4p npr ^ ^ 

*+“ abbj ^ r A S ‘ 

adiech conflante C. 

Corollarium 2. 

i 

64. Si velimus vt integrale hoc euanefeat, pofitoarz©, 
conflans C fumi debet zz — -*- b laa, ficque fiet: 

( A + Bi)i i B j V[«q — i abx cqf. j b b x x ) 

a a — * a b x coj. £ -+■ b b x x b~B « 

1 A b -4- B a coj . ^ ^ fnn p* ^ x ft 11, 

abbjm. 4 - Arc - tan s- r-ix t ,/.j • 

Pendet ergo hoc integrale partim a logarithmis, partim ab ar- 
cubus circularibus feu angulis. 

Corollarium 3. 

65. Si littera B euanefeat, pars a logarithmis pendens 
euanefeit, fitque 

r A 3* — A /v rf tane- hxjm.j . -4- C 

J a a — a a b x cqj. 4 -+- b b x x a b Jln. £ " * • — b x coj. 4 

ficque per folum angulum definitur. 

Corollarium 4. 

66. Si angulus £ fit redus , ideoque cof. ^ rz o , et 
fin. £ zz 1, habebitur: 

/ M A-4-B»)3x 7 Vlaa-hbbx x) , _A_ ^rc. tan „ bjc ^ 

•'aa-t-bbxx b b a ab °o 

Si angulus £ fit tfo°, ideoque cof. % — s et fin. £ — , erit: 

r ( A -f- B x ) 3 je _ _B^ I /[aa—a&x-t-iftix) | « A 6-t-Ba tang. 6x1/3 

■* aa-abx-hbbxx ~ b b a abbvi ® »a — tx* 

At fi £=120% ideoque cof. £ zz — s et fin. £zz2fi* erit: 

1 0 -f* b tf • , 



/ (A-h-Bxldx B ; V(qq-f-a6s4-&&g *) » * A 6 — B a Arp -5 

. « o + abx + bbxx fr 6 a abbYi * ® t£ 



Scho- 
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Scholion i. 



67. Omnino hic notatu dignum euenit , quod cafu 
^ — o, quo denominator a a — zabx-\-bbxx fit quadra- 
tum, ratio anguli ex integrali difcedat. Polito enim angulo £ 
infinite paruo, erit cof. £ = 1 et fin. vnde pars loga- 

rithmica fit / a -^~ a bx , et altera pars : 



A b ■ 



a b b 



^2 Arc. tang. - * X J . ~ ( -- L 6 B ° lx .., 

S ° a — 6 s a 6 ( a — 6*1' 



quia arcus infinite parui tangens ipfi eft aequalis , ficque 

haec pars fit algebraica. Quocirca erit 

= A l g -^- -+- \ a l * + Conft. 



( a *— b x ) a b b a a b ( a — 6x) 

cuius veritas ex praecedentibus eft manifefta: eft enim 

A -f- B x 1 » B t A b — +— B o 

( a — 6 * )* 6 ( a — 6 x ) " A l a — 6 x )» * 

Iam vero eft 



r -B?x 

' b (a — 6 x) 
f Ut -t- B a) jx 

A(« — 6 X)» 



Z ^ & ~4- B a ( A 6 -4- B a ) (A 6 + Ba) * 

b b ( a — 6 x } a b 6 ab ( a — Fx) 



fiquidem vtraque integratio ita determinetur vt, cafu x 
integi alia euanefcant. 






o 



> 



Scholion 2. 

<S8. Simili modo, quo hic vfi fumus, fi in formula 
differentiati fratfa 5 ^? , fumma poteftas ipfius x, in numerato- 
re M, vno gradu minor fit quam in denominatore N, etiam is 
* terminus tolli poterit. Sit enim 

M = Ajf 8 - + B^* -1 + 0 /"' etc. et 
N — a x n -f- (3 x n ~ 1 +yjf n_ * etc. 
ac ponatur *LZ± = dj; Cum iam fit - 

5N 



I 
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i)pjr K “*d.v-h(«— 2 )yx”~" s dx ctc. 

«rit: 

AiN __ tu. ( A X n | (•» — » '~A? - |_ (» — « I A y jft — 1\ e t c 

«ah N ' «a ‘na ' 

quo valore inde fubtrafto remanebit: 

3 y — r — fCB — 'JLnl'Afi )jt*- k + (C — ctc.l 

J tiN h *• v «a y v na ' J 

Quare fi breuitatis gratia ponatur: 

R — > ? — r 1 Aft - $3 • C — D — ‘JL-rHii = 10 ctc. 

na ’ «a «a 

obtinebitur : 

yrrA/N-H f „ 9x 

J ax“-t-pjr B “*-+-y x’*"**-+-5jr' l ~ s etc. w 

Hoc igitur modo omnes formulae differentiales fra&ae eo re- 
duci poliunt, Tt fumma poteftas ipfius ar, in numeratore duo- 
bus pluribusue gradibus minor fit quam in dcnominatore. 

Problema 5. 

69 . Formulam integralem f - ^ X -}~~ — 

J (aa — zabxcoC.^-i-bbxx) n+t 

ad aliam fimilem reducere, \bi poteftas denominatoris fit yno 

gradu inferior. 

Solutio. 

Sit breuitatis gratia aa — 2 abxco(.%-\-b b x x z^X, ac 
ponatur — y. Cum ob dX=— 2 abdxcof.% 

-b zbbxdx) fit: 

^C-bD*_ »CC 4 -D^) 3X , Dd* 

O x n x *-*- 1 x B 

ideoque : 

C-t-Dar f 2 tib(C-t-'D x) facof.^— bx)bx , fDdx , 

X" ~~ J X" - * - * ~*“J X* 

E habe- 
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habebimus : 

C -+- D x _ Jdx\ A-*- 2 nCab cf.£+-jr(B-»-2»D<7£ cf.%- 2 nCbby 2 nDbbxx} 



X H 



x n - 



■/ 



D dx 



Tam in formula priori litterae C et D ita definiantur, rt nu- 
merator per X fiat diuifibilis. Oportet ergo fit =~ 2/tDXdx, 
vnde nancifcimur: 

A -+- 2 « C ab cof. % — — 2 nD a a f et 
B -f- 2 n D a b cof. £ — 2 n C b b zz. + nD a b cof. 
feu B — 2 n C b b — 2 nD a b cof. £ j hlncque 
2 nD a ~ * n S . f b . . 

b eoj. i 

At ex priori conditione efi: 

2 n D a — , quibus aequatis fit : 

B a -b A b cof. Z — i»Cdiifin.^-o, feu 

C — Hn+Abcjj . ynde 
mi b jin. 

g 2 n C b b ~ B «/»"• t* — B a — A b <»/■ i —A b c»f.£— B a cof. . 

»Jm f 1 ” ajin.f* 

ita vt reperiatur D rr — llz^Ll^Ll . Sonitis ergo litteris 

C «14-ASm.^ T\ — A 6 — Ba ctf.f 

1 . . _ 7 T * ji a a b fin. 4 * ^ 



t n a b bjin. 






ideoque 
f(A-+-Bx) dx 

J x^ 1 



— C-Djt 



— ( a «— Cue 
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(A-+-B x)dx — B aa~ Aabco(.^-b(Abb ^-'Rabcof.^x 

X 1 *-»** 2naa6t>Gn.?X n 

^(a» — i 'KA^-f-Bacof.^) fdx 

T«/ ; > x* * 



Quare fi formula J 

“(A 



r- 



d x 
X" 

B x ) d x 



X" 



inaabtin.f 
confiet, etiam integrale hoc 

afllgnari poterit. 



Corollarium i. 

70. Cum igitur manente 
X ~ a a — 2 ab x cof. % -+- b b x x , fit 
/¥ = «-rk? Arc * tan S' 5 -+- Conft- erit: 
/<- 



-B* 15* 



• b * ca/T? 

>-B»« — Aaft ca/. ^ 4 - 1 A 6 6 +Ba 6 ea/.^l* 
s a a i i/m. X 



-+- Arc - »"8- + Con(l -' 
Ideoque pofito B =z o et A = i, fiet 

Arc - tan *- * Conft - 



Integrale ergo / 



( A -t- B * ) 5 * 
X» 



logarithmos non inuoluit. 



Corollarium 2. 

Hinc ergo cum fit: 

5 s/^H- Conft. 



7 1 * 

/■£_* ■ — 0 cof-i+bx 1 

J ii 4 a a bjm. £*. X* 4 aafin.i 



erit illum vaiorem fubftituendo: 

/ 5 * — 0 coj. £ b * _i_ 3 ( — < eoj. ( 

X* 4 a a bjn. X* ' 

+ 

Hincque porro concluditur 



6 *) 



t. 4 a 5 



*. 4 «♦ 6/m. £♦. X' 

■rst. a “- “"S- 



£ a 
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— a cof. j -t- i x | 5 ( — a c oj. <? + 6 x ) 



/ 3 * — a cof. i - 4 - 5 * i s(— acaf.i + bx ) i 3 - i-t — a cff. £ + & c 1 

*,♦ *ao$/m.£*.X* 4. « «♦ bfm.£*. X* a 0*6/11» £*. X ' 

-{ r - - 7T Arc. tang — b . *: in i .- T , 

* 1.4. 4 a? b j:n. < 7 ® a — i x eo/. j 

Corollarium 3. 

72. Sic vlterius progrediendo, omnium huiusmodi for» 
mularum integralia obtinebuntur: 

/ ix rsx /-JX /* 3 x _|,- 

clc * 

quorum primum arcu circulari folo exprimitur, reliqua vero 
praeterea partes algcbraicas continent. 

Scholion. 

— nofle, quia for- 

A 

mula f ^~ Jr ^ x ^ ? x facile eo reducitur: ita enim reprae- 

J X^*, r 

fentari poteft : 

x f nAbbdx-f- iBbbxdx—ttBabdxcoC.^-hiBabdxcoC.^ 

hVbJ X’"^ 1 ’ 

quae ob zbbxdx — 2 a b dx cof. £ =: d X, abit in hanc 
x /*BdX 1 r(A b -f- B a cof. £) 9 x 

TTbJW^^bJ X** 4 " 4 

dx 



At f — — , vnde habebitur : 

J X*-*-* «X’’ 

/■(A-t-Bar) 3 jf — B Ai-»-B<7cof.£ r d x 

J X n + l 2 nbbX" H b ~ J 5 F * 7 



b 

/ 5 X 

quae modo 

X" 1 

exhibuimus. Atque haec funt omnia fublidia quibus indige- 
mus ad omnes formulas fratfas 9 x integrandas , dummodo 
. M et 
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M et N funt fundiones integrae ipfius x. Quocirca in gene- 
re integratio omnium huiusmodi formularum /Vdx, vbi V 
eft fundio rationalis ipfius x quaecunque, eft in poteftate : 
de quibus notandum eft, nifi integraiia fuerint algebraica, fem- 
per vel per logarithmos vel angulos exhiberi pofle. Nihil aliud 
igitur fupcreft, nifi vt hanc methodum aliquot exemplis iliu- 
ftremus. 

Exemplum i. 

74. Propofeta formula differ eniiali definire 

eius integrale. 



Cum in numeratore variabilis x pauciores habeat di- 
menfiones* quam in denominacore, haec fradio nullas partes 
integras compleditur. Hinc denominatoris indoles perpenda- 
tur, vtrum habeat duos fadores fimplices reales nec ne? ac 
priori cafu num fadores fint aequales? ex quo tres habebimus 
cafus euoluendos. 



que 



I. Habeat 
— {a^-bxf 



denominator 
, et fradio 



ambos fadores aequales , fit- 
a b * refoluitur in duas , 



A b — Ba 
b 10 



B 



f 



IA- 



6xl l ' 

■ BiUz 



(a b x) 1 



b (a b~x) 1 

B a — A b 

6 b (a -+- 6 x) 



(« -+-T x) ] 

vnde fit : 



B 

bb 



l (a -+- b x) Conft. 



Si integrale ita determinetur, vt euanefeat polito xzzzo, re- 
peritur 

/ ( A -f- B xl 3x (A b — B a) x 1 B ^ a -b b * 

(a-t-bxi* a b {a -h b x) ' b b a 



II. Habeat denominator duos fadores inaequales, fit- 

que propofita haec formula - 5 x , et haec fradio 

refoluitur in has partiales : 

A b — B a 3 x i A g — B/ 3* 
bj — a g ’ s -b b x ag — bj * jl -h g x * 

▼nde obtinetur integrale quaefitum : 

E 3 f 
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r ( A- 4 -B x) 8« 

J {a-t-b x) (/-4-g *) 

Ponatur : 

A 5 Ita — m -+-Tl 



A 6 — R A J a-¥-hx 

Hbj — «£> « 



A£r^/ //±££-i- Conii. 



et 



*-g — w — 



iWj—u 6 ) 



b[bj—ag) 

vt intcgrale fiat: 

* / H- » / ggfi , erit: 

. m — »-»/—« «' = i , er 

bg(bf — ag) 6 g ’ 

an— *--■»/ ■. Erit ergo: 

b g\,bf— a g\ * 

r (A-f-BxlJx B 1 (a4-frx) (/-+- gx) » A i g— ^ B(ag4->/) ; /(a4-ix » 

/ (a + txM/+{*) *6g «/ abg\bf—ag) «(/ + «*)’ 

III. Sint denominatoris faftores fimplices ambo ima- 
ginarii, quo cafu formam habebit aa — ia b x cof.£ b b x Xi 
qui cafus cum fupra iam fit tra&atus, erit: 

r ( A -4- Bx) dx B j a a — a a b x eof. Z ■+■ b 8 x x\ 

J a a — tabx coj. { -t- b b xx Vb a 

-t- Are. rang. ± bxcoJT?* 

Corollarium r. 

Cafu fecundo, quo /— a, et g 



— B j a a — b b xx A, / « + li 
a~a 1 tab a — bx‘ 



75 

r [ A -f- B x ) ax 

^ a a — bb xx ib B 

Hinc feorfim fequitur : 

A8x _A__ J a4-b x i £ 

« a 6 a— b x 
— B j aa — bb xx . 



b , erit 



r A d x 

J a a — b b x x 

/ Bx dx 

a a — bb x x 



et 



tbb 



a a 



» / ‘ - -+- C. 

6 b V(aa — bbxx) 



Corollarium 2. 

•7 6. Cafu tertio, fi ponamus cof. o,. habemus 

/• (A+B«>ax _ B l y [a a + bbxx\ _f_ A Arc< tang . bx + Q 
J 04+1 b x x b b a ab ■ * 

hineque figillatim : 

f — iif — = A . Arc. tang. — -i- C, et 

* aa-tbbxx ab 0 a 

/ Bxdx B 7 V(aa+bbxx) . 

a a -i- bbxx bb a . ! . 

Ex- 
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Exemplum 2. 

Propojtia formula differentiati 



x m ~ I d x 



1 -+- x n 

exponens m — i minor Jit quam n , integrale definire. 



Jiquidem 



In capite vltimo Inflitut. Calculi Differcntial. inueni* 

mus fratfliones fimplices, in quas haec fraftio — - refoiui- 

1 -f- x n 

tur, fumto -7T pro menfura duorum angulorum redlorum , in 
hac forma generali contineri : 

2 fin. 1 ’*"-'.!? fln. — 2 cof. ( x — co f.!linl*) 

n n n v n 

a (1 — 2 x cof. ,a * ~ ° T -j- x x) 

vbi pro k fucceffiue omnes numeros i , 2 , 3 , etc. fubftitui 
conuenit, quoad 2 k — 1 numerum n fuperare incipiat. Hac 
ergo forma in d x dudta , et cum generali noftra 

lA ^ - r r l -r z — comparata, fit 

a — i, b — i, £ — ( -. 1 ' ; et 
A = - fin. (t *- 1 ' ,r fin. m(a *--'i 5 -f- JL cof.' 1 -*— ili rnf. g.l*»-»» , 

feu A r= * cof. et 

B = — - cof. , vnde fit 

A b -+- B a cof. I — fin. fi n . : 

* n r ?! 

ac propterea huius partis integrale erit — 

— i cof. ”!**" . 1 . 1 . ? / ]/(x — 2.x cof. 1 * - ^ 11 ? -f- x jr) 

-+- • fin.”*! 1 * - * 1 * Arc. tang. - 

* * i — ar cof. t* 7 — ~»T s 

n 

Ac fi n fit numerus impar, praeterea accedit fratfio - [7 4 .% , cu ” 
ius integrale eft ^ / (1 ar): vbi fignum fuperius valet, fi 

m 
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m impar, inferius vero, fi m par. Quocirca integrale quaefi- 

/ X m 

— , fequenti modo exprimetur : 

— 2arcof.-H-vjr')-4--fin.^?Arc.tane'. X ^ a *iT 

n ' n n ° " . ' ■ 

I — X COl. - 

» 

— i cof.^ ; /(i—ax cof.^-4- xx) •+• -* fin.^ Arc. tang. * fin ‘ 3 r 

i — vcoi.^2 

n 

-1 cof. s -^//(i-2x cofig-H xx) H- ,1 fin.^ Arc. tang. * fin> ¥ 

i— xcof.il 

II 

~lcof. ; ^//(i- 2 xcof.^^x.v)- 4 - *-fin.^ Arc. tang. x firK T 

a— -xcof. — 

14 

etc. 



fecundum numeros impares ipfo n minores, ficque totum ob- 
tinetur integrale fi n fuerit numerus par; fin autem n fit nu- 
merus impar, infuper accedit haec pars +{/(i+jt), prout 
m fit numerus vel impar vel par: vnde fi m~i, accedit iu- 
fuper +J/(i+t). 



Corollarium i. 



78. Sumamus m ~ i , vt habeatur forma 

et pro variis cafibus ipfius n adipifcimur: 
L/i^rr/CH-x) 

M. ~ Arc. tang. x 



r 

J I-j-x"’ 



III./ 



d X 
T+X l 



— — Jcof.j/ /(i— -2xcof.y-+-xx)-+-| fin. JArc.tang. 
-f- j / (i -i- x) 



x fin. 7 

I-XCOf.j 



IV. 
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(— ;cof. Arc.tang.— ~ n ' *. 

I V./li£— J • < i-xcof.| 

JIT 

(~|cof .'?! /( I — 2A*cof. J /-+-Jfjr)-+-Jfin. J 4 Arc.tang — i— 

i- xco(*f 

(— jcof. axcof.* 4 -xy)-^ftn.^Arc.tang.~- * . 

\ 1-XCOfi J 

j— iCof. > r//(i— axcof.y^-xx^jfin.yArc.tang. ** 

X-XCof.Y 



W(H-x) 



— 2 *cof. 1 -+-xx)-+-|fin. ^ Arc.tang.- x fin ' * , 

i-xcoi:? 



VI -/fTT» r> \— »cof. 3 r//( r — 2 xc of.^jr jr)-t- 4 ‘fi n.^Arc.tang. *_ 



i-xcol.y 

xcof. y-Hxx)-<-|fin.y Arc.tang-— ? . 

l-xcol.V 

Corollarium 2. 

79. Loco finuum et cofinuum valores, -vbi commode 
fieri poteft, (ubftitucndo, obtinemus : 

frhi = — s l V (1— xH-x x)-f- £ Arc.tang. J / (n-*) 
feu 

J x-t-x> — * / rrr -x^xx, ^ 71 Arc - tan s- • 

Deinde ob fin. , — cof. 4 ~ -i- — fin. ^ — — cof. fit 

• • ■ C ix ' -4- 1 / Vu-f-x/ n-t-Jeg) t r * yv 

■J i + x* tfs vTi — x ye-t-xx| t j « ■^ rC ‘ tan S* 

tum vero 

* «»* * vn-*yj + xx» Arc * tan 6* 

F ’ Ex- 
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Exemplum 3. 

80. Propofita formula differentiali — 



dx 



fiquidem ex - 



ponens m — i fit minor quam n , eius ime gr ale definire. 



Fundlionis fraftae 



1 1 pars, ex fa<ftore quocunque 

1 — x’ 

oriunda, hac forma continetur: 

* l* Cn tmk ir jjjj* tm k -rr f i k TT ■ 



a f,n. fin. 

n n 



(x — cof. 1 -^) 



n (1 — 2 x cof. -4- x x) 



n 

quae cum forma noftra comparata, dat 

a — 1, bz=i 1, j 



• istir 



A = - fin. •*» fin. -4- JL cof. !AI cof. . 

B~ — *- cof. hincque 

A b -4- B a cof. I — i fm. s -*^ fin. . 

Ex quo integrale hinc oriundum erit — 

— ’ cof. — — l Y (x — a x cof. * -4- x x) 

- 4 - - fi. Arc. tang. * ~ : 

n * X — X cof. 

» 

vbi pro k fuccefliue omnes numeri o, x, 2, 3, etc. fubftitui 
debent, quamdiu uk non fuperat n. At cafu k ~ o fit inte- 
gralis pars — ~*/(x — x): et quando n eft numerus par, vl- 
tima pars oritur ex 2 i — n, quae ergo erit 

— L cof. roir/}/(i+ 2 x + xx) = — 265.* |(i + x): 
ergo fi m eft par, erit cof. jn it — -4- x , at fi m impar, fit 

, hoc modo 

1 — x* ( 

ex- 
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exprimitur : — 5 1 (* — *) 

— - cof. *-i? / V (i — 2 x cof. — -4- x x) 

* * * 

. , . x fin. ii 

* L. fin. *-ii Arc. tang. 



— xcof.i? 



L cof. ii? l Vi 1 2 * cof. — -h x x) 

_ . m , x fin. — 

-f- L fin. ii? Arc. tang. _ 



x cof. — 

% 



— i- coC ii?. / /(i — a x cof. i? -4- X x) 

-h 1 fio. ii? Arc. tang. . xfw ‘^ 



x cof. 



r*’ 



etc. 



Corollarium. 

8i. Sit m — x, et pro » fuccefllue numeri x, 2, 3, 
etc. fubftituantur , vt nancifcamur fequentes integrationes: 

I. fJLZ- — — l(t — x ) 

II. = — J/(i-jr) + i/(i + *) = i/!±J 
f — 3 / (1 — x) — Jcof.Jir //(1— *2xcof.j x-+- xx) 



m. f 



H' 



I fin. 1 7t Arc. tang. 



x fin. 3 7 c 



I — X cof. J 7f 

f — $ / (1 — x) — 5 cof. 5 tt / )/(i — 2xcof.,7r-4-xx) 
IV. / r ^=< -f- ; fin. 5 ir Arc. tang. * f,n * 5 * * 

(H-W(* +x) 



1— xcof.ix 



V. f~~ — 

J r — • x' 



H 



— J / (1 — x) — ?cof.j it / )/(i— -2xcof.f7r-t-xx) 

-f- 1 fin. 1 7r Arc. tang. * ~ 

I—X cof. I X 

— |cof.j x l )/(i — 2 xcof. jtt-+-xx) 

.. . A , x fin. | 

-+• tfin.i it Arc. tang 

1— xcof.Jw 

f a VL 
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VI. /,&= 



5 



[/(r— x) — fcof.§ 7r//(i--2xcof.?Tr-+-xx) 
■+• 1 fin. J 7r Arc. tang. 



x fin. \ 7 r 






I— JTCOf.jTT 



5 / (i -+-x) — z COf. | 7T / Y (i — 2XCOf.j7r-t-Xx) 
-+- 1 fin. $ 7r Arc. tang. <- 



Exemplum 4. 



1 —x COf. i 7T 



82 . Propojita formula differentiati — — * )^x 



exifieme n > m — i , e/«/ integrale definire . • 

Ex exemplo 2 do patet, integralis partem quamcunque m 
genere efle, fumto i pro numero quocunque impare non ma- 
iore quam n , ■ 

•— ~ cof. i?? / ]/ (1 — 2 x cof. ~ x x) 

-t-!L<in.q!* Arc. tang. ' Jrfin *“ 



— L cof. //(i _ a x cof. L* + r <r) 



1 — x coli — 

n 



•+- r fin. illrsli Arc. tang. * fin * T 



I — x cof. — 



Verum eft 



cof. 



i (n — m) it 



~ cof. (/ 7r — ii?) — — cof. i??, et 

n y n 7 



fin. ii-^ii? — fin. (i 7r — ii?) — -4- fin. ii? : 

71 n ' 1 n 



vnde partes logarithmicae fe defiruent, eritque pars inteeralis 
in genere, . 



- 1 - i. fin. ii? Arc. tang. _ ' * fin ’ T 



X cof. i? 

n 



Poj* 
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Ponatur commoditatis ergo angulus eritque 



/ 



fx* 1 



r 



) dx 



x x' 



— fin. mi ii Arc. tang. . * {ft.;.?.— 

n ° I X C3j. OJ 

Hh fio. 3 mu Arc. tang. 

B ° I— *p9/.3<* 

i. fin. 5 otoj Arc. tang. 

n " i-JCl/.jy 



■ fin. /mu Arc. tang. ; 

71 ° i— xcoj.it* 

/umto pro i maximo numero impare, exponentem n non ex- 
cedente. Si ipfe numerus n fit impar, pars ex pofitione i = a 
oriunda, ob fin. m n — o, euanefcet. Notetur ergo, hic to- 
tum integrale per mero« augulos exprimi. 

Corollarium. 

83 » Simili modo fequens integrale elicitur, vbi foli 
loganthmi relinquentur, manente * — m - 

— x n - m “ r ) d x __ 

~'ir cof - axcof. u+rr) 

— n COf.3mu/]/(x — 2XC0f. 3&»-t-X x ) 

.* *-cof. jmu/)/(x— 2 xcof. 5 «-i-xx) 



/■ 



r~ c °fi /» w/ j/( x — 2 x cof. / 6J -4- x xj : 
douec fc ilice t u umerus impar i non fuperet exponentem ». 

F 3 Ex- 
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( x m-t _«-*-«) dx 



4 5 

Exemplum 5. 

84. Propofita formula differentiati 

1 — — * ' 

txijlentt np> m — i , eius integrale definire. 

Ex exemplo 3 1 ' 0 integralis pars quaecunquc concluditur, 
fiquidem breuitatis gratia — co ftatuamus : 

— - cof. 2 k m co / Y (1 — 2 x cof. a k co -4- x x) 

-4- - fin. 2 k m co Arc. tang. .. x l! . n ~ l ' - u . ~ - 
-+- — cof. ik(n — «) co / / (1 — 2 x cof. 2 k oi -+- x x) 

— - fin. 2 k (n—m)u Arc. tang. 

At eft: 

cof. 2 k (n—m) co = cof.(2iir — 2 /fcwco) — cof. 2/fe»co, et 
fin. 2 i (»— m) co ~ fin. (ai -n — 2 k m ui) ~ — fin.2jfc m co; 
Tnde ifta pars generalis abit in: ^ fin.aiwuArc.tang.^^^YS. 
Quare hinc ifta integratio colligitur : 



I 



(x v 



— z: + i.fin.i«(i) Arc. tang. — x f™ : * t i— 

n ~ 0 1 — x coj. 4 w 

•+ fin. 4 m oj Arc. tang. — 

■+■ i- fin. 6 m di Arc. tang. - 

etc. 

numeris paribus tamdiu afcendendo , quoad exponentem n non 
fuperent. 

Corollarium. 

85- Indidem etiam haec integratio abfoluitur, manen- 
to : 



te 2. 

n 



/ 



(x m ~ l -+■ x n ~ m -' 1 ') d x t ,, v 
r— ^ — -L/(i — 



— 4- cof. sb!(u//(i- 2 arcof. ato-t-xjr) 

— *- COf. 4 Wto//(l — 2XCOf. 4U-+-AT x) 

— cof. tfwco/)/(x— 2* cof. 6u-*-xx) 

etc. *bi 
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vbi etiam numeri pares non vitra terminum n funt continu- 
andi. 

Exemplum 6. 

8 <?. Propo/tta formula differentiali — 
eius integrale inuenire. 



Funrtio frarta per 3x afFerta fecundum denominatoris 

fartores eft — — '■ — 5 — ~ — quae in has frartiones fim- 

piices refoluitur : 

1 _ 1 1 1 » -4- * . — *y' 

* X * 4(1-+-*)* * t 1 -t- * ) 1(1 — *) 4(14-1X1 ix*' 

vnde per integrationem elicitur : 



y »*» 



1 

X 



Ix 



4(1-+-*) 

+ }/(i+rr) 
quae expreflio in hanc formam transmutatur 

y Q — i + H-Hxx J 



| / (1 -4- x) — { / (r — x) 
k Arc. tang. x , 



4**(I-+- *) 



-i- \ I 'r=~ -4- 4 Arc. tang. x. 



Scholion. 

87 . Hofc igitur caput ita pertrartare licuit, vt nihil 
amplius in hoc genere defiderari poffit. Quoties ergo eius- 
modi funrtio /ipfius x quaeritur, vt t2 aequetur funrtioni ra- 
tionali ipfius x, toties integratio nihil habet difficultatis, nili 
forte ad denominatoris fingulos fartores eliciendos Alge- 
brae praecepta non fufficiant: verum tum defertus ipfi Al- 
gebrae, non vero methodo integrandi, quam hic trartamus, 
eft tribuendus. Deinde etiam potiffimum notari conuenit, fem- 
per, cum funrtioni rationali ipfius x aequale ponitur, fun- 
rtionem^, nifi fit algebraica, alias quantitates tranfcendentes 
non inuoluere praeter logarithmos et angulos: vbi quidem ob- 
feruandum eft, hic perpetuo logarithmos hyperbolicos intelli- 

gi 
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gi oportere, cum ipfius Ix differentiale non fit —**■, nifi 
logarithmus hyperbolicus fumatur: at horum redu&io ad vul- 
gares eft facillima, ita vt hinc applicatio calculi ad praxin 
nulli impedimento fit obnoxia. Quare progrediamur ad cos 
tafus, quibus formula functioni irrationali ipfius x aequa- 
tur, vbi quidem primo notandum eft, quoties ifta functio per 
idoneam fubftitutionem ad rationalitatem perduci poterit, ca- 

fum ad hoc caput reuolui. Veluti fi fuerit dy ~ *' rT '3.r, 

i -I- V x 

euidens eft, ponendo x~ 2 % vnde fit dar — fore 

dy — " . 6 z s d z , ideoque 

tl — — 6z 7 -i- 6z s -+- 6z 5 — 6z* -+■ 6 z z — 6 h 1 — , 

dz 1-t-ZZ' 

vnde integrale 

y — — , **-+-* z T -t- z s — iz* 2 z* — 6z-b 6 Arc. tang. z s 

et reftituto valore 

^ ^ ^ 

y — — Ixyx-brxyx-bxr— ly x s -b 2 y/ x — 6 yx 

6 

~ 6 Arc. tang. y x -+- C. 
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DE 

INTEGRATIONE FORMVLARVM DIFFEREN- 
TIALIVM IRRATIONALIVM. 

Problema 5. 

88 . 



JPropofita formula dififerentiali dy = eius inte- 

rale inuenire. 

Solutio. 

Quantitas a x -1- p x -4- y xx f vel habet duos faftores 
re ales vel fecus. 

I. Priori cafu formula propofita erit huiusmodi dy~ 
3 * . Statuatur ad irrationalitatem tollendam 



+ (/ -1- g x) = (a H- b x)' z z, 

erit ideoque 

dxz=i "y^-^ r 5 <* / *)(/+$*) 

vnde It S; = > «<l ue 2 = ygH ■ Q uare 

fi litterae b et g paribus fignis funt affe&ae, integrale per 
logaritlimos, fin autem figois difparibus, per angulos expri- 
metur. 

II. Pofteriori cafu habebimus dy~ 

Statuatur , 

b b x x — ** ia b x cof. % -1- a a — (b x — a z) •, ent 

— zb x cof.£ -+- a — — ab x z -+• a z z et x — 

q hinc 
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S» 



✓(« « - »«*» cof. C -* bb x x~) = • l, -»ffl*‘* >! “8° 
. = «J’ = — t / Ccor. < — *). 



At eft 



& * — Vj 8i — i a b x ctf.f -4- b b x x I 



, ideoque 



y j J acoj.j- 6 i -+- V ( « a — a o 6 x cvf.f -+- b b x x) ^ 

y — § / [— aco{.$-*-bx-+- j/(aa — 2abxco(.Z,-*-bbxx)] + C. 

Corollarium i. 

89. Cafus vldmus latius patet, et ad formulam dy 

— -t, — - — ; , accomodari poteft , dummodo fuerit v 

y(a-H(3*-t-7 z *) ' r ■> r 

quantitas pofitiua : namque ob b — y' y et a cof. £ = =A, 
oritur , 

y — 7y l [ryy + ^/Y + /( a + ^ + yrr)] + C feu 

Corollarium 2. 

90. Pro eafu priori cum fit 

•' ' f * 9 z 1 / Vg -t-zVb r 

J Z — bzz VTg Yg — zYb 

f- L 3 * — • Arc. tang. *J& , 

J g-4-bsS Yg b ° V g 7 

habebimus hos cafus : 



/ 



d X 



y(a+!n)(/+j*) 



7 1 ^S' 



a-4- f>xt 



■+-Vbif-+-gr) 1 f* 



y*g y g ia -r bx) — yt./-i-g*) 

r J YgAbx — il-t-ytl/4-gx ) 

ytg y g i b x — a » — y 6 ( t g * i 



r j_j — r 1 ygt&x — ai-t-yti/4-gx i ■ r» 

J y(6x — ali/+gi| * /1 - - L/ - ~ T " ->>■' - ■ - 1 



r 3_x — t / ygti x — a>-f-ys(gx— / t ■ q 

J Y(bx — a) (g x — j) Ybg Ygi,bx — a) — yttgx— /) 



/ 



2 * 



i ; Y g[a — bx)-4-Yb\f — g x) t r* 

•,/ J» X * ,/ » 7- W Klf „ •>! 1 ^ 



yca— — g») &*) — gx) 
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/— 



l a 



/*I= 



.3* * f-onrr _i_ 

b* ( /-*-«*) — vt* Arc ' “ n S* 7i Ta ~ fc~ ) ^ 



Via— t* (gJt — /) 



75 i ArC 






c 

c. 



Corollarium 3. 

91. Harum fex integrationum quatuor priores omnes 
in cafu Coroll. i. continentur, binae autem poftremae in hac 
formula d y — , continentur : fit enim pro pe- 

nultima 



a f ~ a 
vnde colligitur 

y—Vy 



, a g — bf— ( 3 , b g — y, 
Arc. tang. < y»- P x — *» * *>• 

0 p — 2 ■> X ’ 



fi fcilicet ille arcus duplicetur. Per cofinum autem erit 

P — »> * . Q . 



fv Arc ' cor - tutit 



4 « >) 



cuius veritas ex differentiatione patet. 



Scholion r. 

92. Ex folutione huius problematis patet etiam, hanc 

formulam latius patentem -7- * ■ ~ — , , fi X fuerit fumftio 

rationalis quaecunque ipfius ar, per praecepta capitis praece- 
dentis integrari poffe. Introdudla enim loco x variabili 2, qua 
formula radicalis rationalis redditur, etiam X abibit in fun- 
iflionem rationalem ipfius z. Idem adhuc generalius locum 
habet, fi pofito \^(a-\-(ix-^-yxx)~ «, fuerit X funeftio 
quaecunque rationalis binarum quantitatum r et #, tum enim 
per fubftitutionem adhibitam, quia tam pro x quam pro u 
formulae rationales ipfius z feribuntur, prodibit formula difi* 
ferentialis rationalis. Hoc idem etiam ita enunciari poteft, vt 
dicamus, formulae X 3 r, fi funtftio X nullam aliam irratio- 
nalem praeter x -h y x x) inuoluat, integrale affi- 

gnari poffe, proprerea quod ea, ope fubftitutionis, in formulam 
differentialem rationalem transformari poteft. 

G 2 Scho- 
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Scholion 2. 

93. Propofita autem formula differcntiali quacunque 
irrationali, ante omnia videndum ett, num ca ope cuiuspiam 
fubflitutionis in rationalem transformari poifit? quod 11 fucce- 
dat, integratio per praecepta capitis praecedentis ablolui pote- 
rit: vnde fimul intelligitur, integrale nili fit algebraicum, alias 
quantitates tranfcendentes non inuoluere praeter logarithmos ct 
angulos. Quodfi autem nulla fubftitutio ad hoc idonea inue- 
niri pofllt, ab integrationis labore eft defiftendum, quandoqui- 
dem integrale neque algebr.aice neque per logarithmos vel an- 
gulos exprimere valemus. Veluti li Xdx fuerit eiusmodi for- 
mula differentialis, quae nullo pa&o ad rationalitatem reduci 
queat, eius integrale /Xdar, ad nouum genus funftionum 
tranfeendentium erit referendum, in quo nihil aliud nobis re- 
linquitur, nili vt eius valorem vero proxime alfignare cone- 
mur. AdmilTo autem nouo genere quantitatum tranfeenden- 
tium, innumerabiles aliae formulae eo reduci atque integrari 
poterunt. Imprimis igitur in hoc erit elaborandum vt pro 
quolibet genere formula limpliciflima notetur, qua conceffa 
reliquarum formularum integralia definire liceat. Hinc dedu- 
cimur ad quaeftionem maximi momenti, quomodo integratio- 
nem formularum magis complicatarum ad fimpliciores reduci 
oporteat. Quod antequam aggrediamur, alias eiusmodi for- 
mulas perpendamus, quae ope idoneae fubftitutionis ab irra- 
tionalitate liberari queant; quemadmodum iam oftendimus, quo- 
ties X fuerit funtfio rationalis quantitatum 

x et u =: ■/ (a -f- (3 * -+- y x x ) , 

ita vt alia irrationalitas non ingrediatur praeter radicem qua- 
dratam huiusmodi formulae a- f-(3jr-4-yjrjr, toties formu- 
lam difFercntialem X d x in rationalem transformari pbfle. 

v . Pro- 
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Problema 7. . 

94. Propofita formula differentiali X a x (a -f- b x)* , 
in qua X denotet fun&ionem quamcunque rationalem ipfius x, 
eam ab irrationalitate liberare. 

Solutio. 



Statuatur a-\~b x ~z\ vt fiat (a -+* b x)* z^: tum 

quia x = * a - , fafta hac fubftitutione , fundtio X abibit in 



fumftionem rationalem ipfius z , quae fit Z , et ob 3 x~ 
^ z v — ‘dz, formula noftra differentialis induet hanc formam 
£ Z d z, quae cum fit rationalis, per caput fuperns in- 

tegrari poteft, et integralc , nifi fit algebraicum, per logarith- 
mos et angulos exprimetur. 

Corollarium 1. 



95. Hac fubftitutione generalius negotium confici po- 

X 

terit, fi pofito (a-+-bx)~ — u , littera V denotet fun&ionem 
quamcunque rationalem binarum quantitatum xet«; cum enim 



pofito x = 



w 



fiat V fun&io rationalis ipfius formula 



V d x == £ V » v “ 1 d erit rationalis. 



Corollarium 2. 

9<J. Quin etiam i; binae irrationalitates eiusdem quan- • 

I z 

titatis a-t-Ax, fcilicet (a -f- b x)’ == u et (a + ix) n =cv, 
ingrediantur in formulam X d x , pofito a H- b x = z n * fit 

x— - — 9 uzzz n , et u = s’j vnde cum X fiat fumftio 
b 

G 3 ratio» 
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rationalis ipfius z, et 3 x =z y z nv— 1 9 z, hac fubftitutionc for- 
mula X 3 .v euadct rationalis. 

Corollarium 5. 

97 . Eodem modo intelligitur , fi pofito 

(fl + i Jr) A — k, (<*-{-£ at )' 4 zz (a-f-A ac)* rz f etc. 
littera X denotet fundionem quamcunque rationalem quantita- 
tum jc, «, v, t etc. formulam differentialem X 3 at, rationalem 
reddi fado -f- £ x ~ z X(4, j erit enim 

at zz u zz z' 4 '’,- v zz z x ’j 1 — z X|4 etc. et 



— x t 2 s x ' 4 »-' 3z. 



Exemplum." 



X 9 X 



fado 



98 . Propofita hac formula 3_y zz — 

V(i-+-x) »'|I + *) 

1 +r=;:‘, reperitur 3^ zz — , feu 

3jy — — 6 3 z (z 3 -f- z 4 -f- z s -+- z 6 -f- z r -f- z*) : 
hineque integrando 

y — C — 1 z* — I z s — z 6 — } z 7 — i z* — I z’ , 
et reftituendo 

.7 — C — l }/( l -+-AT)*— l/C I -4- Ar) 1 — I — X— e , (1 -4-Ar)/(l -t-Af) 
— i ( I -4- AT) ( I AT ) — 1( I -+- Af) / ( I Ar) 

ita vt integrale adeo algebraice exhibeatur. 

Problema 8. 

99 . Propofita formula differentiali X 3 x f * )» » 
denotante X fundionem rationalem quamcunque ipfius x, eam 
ab irratio nalitate liberare. 

Solu- 
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Solutio. 

i» 

Poflto - -±±5 — fit (* + »£)» — & ct 
x = a ~l£ , atque 3*= : 

g z' — b (gz^ — bf 

ficque loco X prodibit fun&io rationalis ipfius z , qua pofita 
~ Z, erit formula noftra difFerentialis 

v ( b f — a g) Z 1 d z 

~ ( gz' — bf * 

quae cum fit rationalis, per praecepta Cap. I. integrari poterit. 

Corollarium l 



ioo. Pofito fi X fuerit fun&io quae- 

cunque rationalis binarum quantitatum x et u , formula diffe- 
rentialis Xd x per fubftitutionem vfurpatam in rationalem trans- 
formabitur, cuius propterea integratio confiat. 

Corollarium 2. 



xoi. Si X fuerit fundiio rationalis tam ipfius ar, quam 
quantitatum quotcunque huiusmodi 

/■a + bxst „ /c + frx e , fa + bx t 

v+7*^ — u » ~ ’ V+Jx' ~ 

tum formula difFerentialis X3 jt rationalis reddetur, adhibita 



fubfiitutione £±4? = s Xfl ’ , 



j + t* 

a — fz x 
— b 



vnde fit 



et m =: 2 



— - t — 



V = 2 x *, 



Scholion i. 

J 02 . His cafibus redutfio ad rationalitatem ideo fuc- 
cedit, etiamfi plures formulae irrationales infint, quod eae om- 
nes 
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nes fimul per eandem fiibftitutioncm rationales efficiantur , in- 
deque etiam ipfa quantitas x per nouam variabilem z rationa- 
liter exprimetur. Sin autem differentialc propofitum duas eius- 
modi formulas irrationales contineat , quae non ambae fimul 
ope eiusdem fubftitutionis rationales reddi queant, etiamfi hoc 
in vtraque feorfim fieri poffit, redudio locum non habet, nifi 
forte ipfum differentiate in duas partes difpefci liceat, quarum 
vtraque vnam tantum formulam irrationalem complodatur. Ve- 
luti fi propofita fit' haec formula differentialis 
dj~ 3x 



/(1 + 1*1 — V 7 ‘ — xx ) 

eius numeratorem ac denotninatorem per j/(i4-xar)-h 
^(i — x x) multiplicando, fit 



dj = 



3 x V ( i -+- x x ) . , 3 x V tT — i xl 



cuius vtraque pars feorfim rationalis reddi et integrari poteft. 
Repentur autem: 

y — C — -J-yy)] 

— i Arc. tang. 7rr ^ r *~. 

Commodiffime autem ibi irrationalitas tollitur , fi in parte 
priori ponatur Y (i -t- x x) p x, in poileriori j/(i— xx) 
q x. Etfi enim hinc fit 



v < j» t» — i ) 

tamen oritur rationaliter 



et x — 



V l » -+ 9 9 ) 



9 v — p p 3 p 99^9 

J — *) *ti -+99 



* t « •+■ 9 9 > 

Scholion 2. 

103. Circa formulas generales, quae ah irrationalitate 
liberari queant, vix quicquam amplius praecipere licet: dum- 
modo hunc cafum addamus , quo fundio X binas huiusmodi 
formulas radicales Y^a-i-bx) et Y(J~^~£ X ) compleditur. 

Po- 
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Polito enim (a b x) (/-t- g x) t *, fit x — ~^, atque 

V(„+ix)=Lyj #=*!!; V(f+g*)=«i S=¥|i 

et in formula differentiati vnica tantum formula irrationalis erit 
>/(£/* — A'), quae noua fubftitutione facile tolletur, per ea 
quae Problemate 6. tradidimus. Vt igitur ad alia pergamus , 
imprimis confiderari meretur haec formula differentialis 

t 

x m ~ l 3 x (<*-+• b x % y , 

cuius ob fimplicitatem vfus per vniuerfam analyGn eft amplis* 
fimus ; vbi quidem fumimus, litteras w, », fx, v numeros inte- 
gros denotare , nili enim tales effent , facile ad hanc formam 

reducerentur. Veiuti fi haberemus x i dx(a-+-b-/x)* i 
ftatui oportet x z=u*, hinc 3 * =: 6 vt 3 u: vnde prodit 

€ t? 3« (a-f - b «*)'»'. 

Tum vero pro n valorem pofitiuum affiimere licet: fi enim 
effet negatiuus, puta 

x m ~ l 3 x (a-\-b x * 

ponatur * = £, fietque formula 

— 3 u , 

fimilis principali; quae ergo quibus cafibus ab irrationali tate 
liberari queat, inueftigemus. 

Problema 9. 

104 . Definire cafus, quibus formulam differentialem 

x m ~ * 3 x (a •+• b x*)* , 
ad rationalitatem perducere liceat. 

H So- 
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Solutio. 

Primo patet, fi fuerit feu numerus integer , 

formulam per fe fore rationalem, neque fubftitutione opus efle. 
At fi fit fradlio, fubftitutione eft vtendum, eaque duplici. 

£ 

I. Ponatur a -h b x' = « v , vt fiat (0 -h b ar n )» = a*, erit 



hinc x m = » ide 0 ( l uc 






m >— n 
rT". 



vnde formula noftra fiet 






m — n 



Hinc ergo patet, quoties exponens feu -fuerit numerus 
integer fiue pofitiuus, fiue negaduus, hanc formulam efle ra- 
tionalem. 



II. Ponatur a -f- b x n = x* 2% vt fiat 
. er ( a - 1 - b x* 

2’ — b 



fi . 

. a r . l > n- 0» Z 4 

jr*=r - , et (a-Mx*)» = r ; tum 

2' — b 






m 



« • TO _. -3 — *0» z' ~~ 1 9 • 

, hinc x 0 x z=z 



(2* — 

Ideoque formula noftra erit 



n ( 2 V — £)* 






M' 



3 z 



TO _4_ (*• _L_ I 

n ( 2 ’ — 7 ^ 1 • 



Ex 



/ 
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Ex quo patet hanc formam fore rationalem , quoties ” ~ 

fuerit numerus integer. Facile autem intelligitur, alias fubfti- 
tutiones huic fcopo idoneas excogitari non pofle. 

Quare concludimus formulam irrationalem hanc 

_ E 

x m ~ 1 d x (a b x n )* 

ab irrationalitate liberari poffe , fi fuerit vel vel -* -f- -H. 
numerus integer. 

Corollarium i. 

105. Si fit ~ numerus integer, cafus per fe eft faci- 
lis,- ponatur enim m — i «, et fit x n — <v , erit .v m — v*; ideo- 

JL 

que formula noftra £ t>‘~* d v (a -h b v)> , quae per Proble- 
ma 7. expeditur. 

Corollarium 2. 

xo<S. At fi non eft numerus integer , vt redudlio 
ad rationalitatem locum habeat , neceife eft vt “ -f- ii. fit nu- 
•Tnerus integer: quod fieri nequitj nili fit v-n 9 ideoque m p. 
multiplum debet efle ipfius n ~v. 

Corollarium 5. 

107. Quod fi ergo haec formula 

it. 

* m — 1 d* (a-\-b x n )* , 

ad rationalitatem reduci queat, etiam haec formula 

x m ± a n - , £ x (a -f- b X n fi ± ^ , 

eandem redudlionem admittet ; quicunque numeri integri pro a 
et (3 affumantur. Vnde ad cafus reducibiles cognofcendos fuf- 
ficit ponere m <^n et p. <£ v. 

H a Corol- 
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Corollarium 4. 

J08. Si tn — o, haec formula ^ (a -4- b x*)~ fempcr 
per cafum primum ad rationalitatem reducitur t ponendo 
. W — a 



transformatur enim in hanc 
v b *+■ * ““ 1 B u 



n («’ — a ) 



Scholion i. 



r- 

i oj>. Quoniam formula x* 1 " 1 B x (a b x*)* , quo- 
ties eft m — in , denotante i numerum integrum fiue pofiti- 
Tum fiue negatiuum quemcunque, femper ad rationalitatem re- 
duci poteft, hicque cafus per fc funt perfpicui, reliquos cafus 
hanc reductionem admittentes accuratius contemplari operae 
pretium videtur. Quem in linem (tatuamus v — n tt »<Jn, 
item ac necefle eft vt fit m ■+• fx — n: vnde fequentcs 

formae in genere fuo fimpliciffimae , quae quidem ad rationa- 
litatem reduci queant, obtinentur. 

L B x (a-+-b x*)*; 

II. 5 x (a -h b ar*) 5 ; x B x (a -f- b jr 3 )*; 

III. B x (a -4- b x 4 ) 4 ; x x B x (a -f- b x 4 ) 1 ; 

IV. d x (o-+-b x*)*i x Bx (a -i- b x*) 3 ; x* B x (a -i- b x*) 3 ; 

x* Bx(a-h bx s ) 3 i 

V. Bx (a -4- b x*)*; x* B x (a -4- b x*/, 

▼nde etiam hae reductionem admittent: 

x -+■ 
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x— ,a 3 x (a •+■ b x*) 1 — P ; 

x± #a 3x(<i-+-*x») S:t Pj x^^axCa + Jx*)*^; 

+ x*±4« 3 x (<»-*-* x*)*^; 

jr^** a JT (« -+- ^ ^ ; x'*'* d x (a + b x*) 1 ^ ; 

x'± ,a ajr(fl + i X* ) ?± ^ ,* x*±‘ • a x (a -♦- £ x*)’ ±<3 ;] 
x— 6 * a x (fl ■+■ i *«)*—£ ; X* — 6 “ dx(a-*-b x‘)*“^ . 



Scholion 2. 



xio. Verum etiamfi formula x"*"” 3jr(a + a jr*)« , 
ab Irrationalitate liberari nequeat , tamen femper omnium ha- 

«m formularum r m ±* s -'ar(a + ijf*)»-^, integratio- 
nem ad eam reducere licet, ita vt illius integrali tanquam 
cognito fpeftato, etiam harum integralia affi gnari queant. Quae 
reduftio cum in Anaiyfi fummam afferat vtiliratem , eam hic 
exponere neceffe erit. Caeterum hic affirmare haud dubita- 
mus , praeter eos cafua, quos redudhonem ad rationalitatem 
admittere hic offendimus, nullos alios exiffere, qui trlla fubfti- 
tutione adhibita ab irrationalitate liberari queant. Propofita 
enim hac formula y | » nu Ha ^ un ^° rationalis ipffus z 
loco x poni poteft , vt a -+- b x 3 extraftionem radicis quadra- 
tae admittat: obiid quidem poteft, fcopo fadsfieri pofle, etiamfi 
loco x funftio irrationalis ipffus z fubffituatur, dummodo fimi- 
lis irrationalitas in denominatore j/^ + ^x 3 ) contineatur, 
qua illa numeratorem 3x afficiens deftruatur: quemadmodum 
fit in hac formula - — — — ■, adhibendo fubftitutionem 



«. — Y* 

X , 



H.3 



TC- 
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verum quod hic commode vfu venit,' nullo modo perfpicitur, 
quomodo idem illo cafu euenire pofiit. Hoc tamen minime 
pro demonftratione haberi volo. 

Problema io. 

• ni. Integrationem formulae 

t fx n ~*~ n ~ 1 d x (a b x n )Y , 
perducere ad integrationem huius formulae 

/ ar™" -1 5 x (a -i- b x n ) * . 

Solutio. 

r _i_ i 

Confideretur fundio x m (a b x n ) » , cuius diffe- 

rentiale cum iit 

( m a x m 1 3 x m b x™ + ' B ' “ 1 d x -+- bx n + ' B ' ~ 1 dx ) (a b x n y, 

erit 

x m (a b x n )~ 1 — m a f x m ~ l 3i(a + i.t' l )“ 

f — n ^~*~ n ' , ). b f » a jr ( a -j- b x n y : 

vnde elicitur 



/>+— a x (« H- b x-)T = L *“ »+ ■ **•)> 

J (jitv-\-n\i.-+-nv)b 



» ■+■ i 



m v a 



(jnv-\-nn.~+-nv)b 

• « /* 

Corollarium i. 

ii a. Cum inde quoque iit 
/*— * 3 x (a + i x'fi - J“ •+• b x ‘^ 



f d x (a-hb x B )* . 



m a 



:-o* 
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_ (m v -+- n n 



mv a 



1 dx (a+bx'?*. 



loco m fcribamas m — », et habebimus hanc redu&ionem 

, n -n~T / , L «y* Jt*"* (d b X*)^ * 

f x'd x (a b x )* zjz - 



( m — n) a 

/**-• a x (« + * x’jT. 

(*» — ») k o 



Corollarium 2 . 

K 

113. Conceflo ergo integrali f x n ~ l d x (a -+- b ar*)* , 

etiam harum formularum f x m — n ““ I d x (a b x n j * , fimilique 
modo vlterius progrediendo omnium harum formularum 

fx m ±* 9 -*- t dx (a-hbxrf 
integralia exhiberi polfunt. 

» 

Problema 11. 

X14. Integrationem formulae f x n ~' dx (a-+- bx u )f 

a_ 

ad integrationem huius f x m ~‘ d x (a -h b x n )* perducere. 



Solutio. 

— 1 1 X 

Funflionis (a -4- b x n ) » difFerentiale hoc modo 
exhiberi potcft 

(m a — x m ~ 1 dx (a-hb x'fi 

-+- Jf” 1 ” 1 d x (a 4- b x n )^~*~ 1 , 

ynde concluditur 

*• 
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x m (a -bb x n fi *** r = - tll fx * ~*5 * (a-bbx^ 

-4- /x n ~ l b x (a -b b x*fi ■** X , 

quocirca habebimus : 



nt if -h » <jx -+- k) 



” Cm- "H K ) a y* x m “ r 9 x (« + i x R )» . 



w v -+- n (jx y) 

Corollarium i. 



-+- X 



115. Deinde ex eadem aequatione elicimus: 

£ 

r n -s , 7 n - — v x 1 * (a ~b b X-*)* 

/ x m d x (a -+- b x ) * = 1 

n (i*. -+- v) a 

-f- m n ^-^-2 f x m ~" dx (a -bbx n )^~*~ 1 . 

n Ql + v) a J 

Scribamus iam jm— xloco jx, vt nancifcamur hanc redu&ionem 

n 

r i»—i a / i ns- — * — v x m (a -b b x*)* 

Jx 1 d x (a -b b *“)* — i_ 

» fx a 

-4- !_ f x n 1 o x C a -b b x n ) » . 

n fi a 

Corollarium 2. 

ii. 

xitf. Conceffb ergo integrali fx m ~ l d x (a -4- b jr*)» , 

etiam harum formularum d x (a -4- b x n )^ 1 * et vite» 

rius progrediendo, harum fx m ~ x dx (a -}-£ — ^ integra- 

lia exhiberi poffunt, denotante (3 numerum integrum quem- 
cunque. 

Corol- 
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Corollarium 

117. His cum praecedentibus coniundis, ad integratio- 
ni 

nem f x m '~ t dx (a -+■ b ar’ 1 )» , omnia haec intcgralia 

f x m ± an ~ I d x (a -f- b jr*y»* — @ 

reuocari poflimt , quae ergo omnia ab eadem fun<ftione tran- 
icendente pendent. 

Scholion 1. 



11 8 * Ex formae x m (a -f- b „v") * differentiale ita dis- 

poCto 

W Jt . 

mx m ~ I dx (a+b jr n )* 1 ^ j r (a -+- £ x 11 )» 

deducimus hanc redudionem : 



/ Di(a + ijr n )* 



ii 

1 v x n (a -+- b x n ) * 

n |ul b , 



— — - f x m ”* d x (a -h b jr")*' : 
ac praeterea hanc inuerfam, pro wr et ja feribendo w — » et 



y- 



v: 



f x m, ~‘ n '~ 1 dx (a-*-b x n ) 



^ -h 1 



x 



m — n 



~ ■ 1 1 

(a -+- b .r n ) * 

OT » 



. #fu.-t-v)£y. , , n ,ii. 

— — □ : — f x m 1 d x (a b x n j * . 

v {m — n) 

Hinc fcilicet vna operatione abfoluitur redudio, cum fiiperio- 
res formulae duplicem redudionem exigant; ex quo fex re- 
dudiones fumus nadi, omnino memorabiles, quas idcirco con- 
iundim confpedui exponamus. 

I I-/ 
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^ , Ji. v x m (a - 4 - b x*)» 

I. f x m+n ^ t d x (a -+- bx ' ")* rrr- 

fx n x (a +b x n £ 

[fflv + »(jii + yj] b 

. ✓ » -A jj."» — «. + i .v n )V "*■ 1 

II. fx m ~ n ~ l a x (<»-+-£ x*)* — — 



(fll — fl 

_ (. v -4- b /x . - . 3 x (a + i X'fr 



(m — tt) v a 



- _ , . Ji.-»- i —vx m (a-i-bx*)* 

III. / x* -'Jx.Ca + i x*) * = 



ii--*- x 



«8 y + » (fi + /) 

4- ” (M- ^ a — f x m ~‘dx (a -t-bx* fi- 

ni v h- n (jx -+- v) 

Ji. 

„ _ - , , Jt i — yjr* (a~hbx 1t )'i 

IV. /X * 1 d x (a •+- b x*)» = - v J 



n ix a 

-f- ™ v ~*~ n fx 1 *- 1 d x (a -i- b x n )~ 
n /xa 

r . , n\—— 1 v x w (a -+■ b x") * 

V. /x + 3x(fl+PX*)' — - - — 

n [x b 

m v t 



— / x”*- 1 a x (fl -4- b x")T 

n\xb 



VI. /*— - a* <?+**$■+ 1 = *— 

m — n 






_ £ f x n ~' Zx(a + b x n ft. 

v (jn — n) k 

Scho- 



/3 
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Scholion % 

119. Circa has redufliones primo obferriandum eft , 
formulam priorem algebraice “jgfie integrabilem, fi coefficicns 
pafterioris euanefcat. Ita fit 



_ _ r -v , , v(a-+-bx*)' "*" X 

pro I. fi m~ o ...fx n 1 dx (a+- bx n )* = — - — 

r ' n^-+-y)b 

*-4- T 

— m r/ - , L ^ x 

IT r. M- — — m 1 ) 



pro II. fi tr =? . . • fx m ~ n - 1 d x (a h~ fo") » = 



( m — n) a 



pro IV. fi t== 5 . ..fx m -'dx (a-hbx n f^ 1 = ( a + b x *l\ 
* * m a 

pro V. fi m - o . . . fx n ~ l dx (a-hbx n )* 1 - y ( a & x ) » . 

n /jl A 

Deinde etiam cafus notari merentur, quibus coefficiens poftre- 
mae formulae fit infinitus; tum enim redu&io ce fiat, et prior 
formula peculiare habet integrale feorfim euoluendum. 

In prima hoc euenit fi et formula 

/x m - + ~ n ~ I d x (a -i- b x*j~ *, 

pofito a -+- bx n — x n s n , feu ar n rz : — — , abit in — - — * 

z n — b z n — b » 

cuius integrale per caput primum definiri debet. 



In fecunda euenit fi mr», et formula /— (tt+bx *)* , 



pofito a -+- b x n — z\ feu x n 



— a , . . v 1 d z 

- — , abit in - ■?- i 

b 9 n (a v — a) 



Digitized by Google 




*8 CAPVT n. 

In tertia euenit, fi =1? — x, et formula 

— m i . 

f x n ~ l d x (a -+- b x n ) * , . 
pofito a h -‘ b x n - x n z n , feu x n = abit in J — 

feu pofito z — l , in 

•«•-•a» 



/ a* +,, - I c 
i — £ k” 



i ru m -'du 

(m-*- n) b m b b b bJ a — bu n 

/ x™- — 1 9 x 
— 1 _ 

a-i-b x* 

per fe eft rationalis. 

In quinta idem euenit , fi [x zz o. 



In fexta autem, fi wr», et formula fl±(a-hb> r*)» , 

V r yH-M» — 1 9 ~ 

pofito a b x n zz z\ abit in — J - .. 

Exemplum i. 

— ) ’ 

pro numeris pofetiuis exponenti m datis. 



Hic ob ob a zz i, bzz — i, n zz 2, fx zz — i, v — 
prima redudio dat : 

r m + 1 3 x — — x or) , m fx n ~' 1 dx 

i J \/(i—xx) * 



/* x m4 

J V(i 



/.(i-rrj w-t-i y/(i—xx) 

hinc prout pro w fumantur numeri Tei impares vel pares 9 
obtinebimus. 

Pro 
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Pro numeris imparibus : 
f££hi = ~ '•* /(■— * + i/yrn?Tii 
f 7 &r. i = ~ 5 *VO — * *) ■ + 5/^bj 

/?0hi = - /(i — *) + i/i^n 

Pro numeris paribus 
/i^r, = ' - S **/(• - x x) h- ! 

/V&Br, = - J *• ✓(«-**> -t- 



Cum nunc fit f — Are. fin. x, et 

f . J .— — — — i/ (1 — x x) , 
habebimus fequentia integralia.* 

Pro ordine priore : 
f .-i* — . = Are. fin. x 

J Y[ 1 — xx) 

— — i x v^C 1 — xx) + J Arc. fin. x 

•f y (t — xx) ' x 

f ,5 4 ^f_ — — (i x s -+- LJ x) >/(1 — x x) ~ Arc. fin. x 
f ** J * — — ({x J + — + x 3 x) -l/(l — x x) 

«/ y(l — X X) V * 4 . 4 *• 4- 6 ' r V ' 



- 4 - LL± Arc. fin. x 

t. 4.* 



f ** >* _ — — C» x r — x s -+- — * L x 3 -4- Ll±2 x) )/(i — x x) 

J y(l —XX) x * 4 . g 4.4.1 4. 4 . g x y 

1 . •» r t A r» 



/ » 3 x 

✓ (i — xTj 
r x> 3 x 



/ x» 3 x 

/|i-x?| 

f X’ 3 x 

/ V(i-xF) 

f x' 3 x 

y(i — *x) 



-+- '• 3 - f -.l Arc. fin. x. 

t. 4. 6. S 

Pro ordine pofteriore : 

-/(i-'x) 

- G 5 ) /C 1 - * *y. 

-6*' + n JI * + n) ^C* — * *) 

I, Corol* 
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Corollarium i. 



/ x* 1 3 x 

** pona- 



y. r s . 

ft. 4 - * 



. - («i — i) 

T . . . sx 



— J, habebimus hoc 



mus breuitatis gratia 
integrale : 

f - — ^ * — — J Arc. fin. x 

J ]/(l — x x) 

Corollarium 2. 

/ ** » ■+■ 1 3 jf 

— , fi po- 

)/(l — XX) 

namus breuitatis ergo j. Sm *’ * * ' : ^ > habebimus hoc 

integrale : 

r jr ,i " + ' 1 3 x £ 

J y (i — x x) 

K (I +{r*+L|^ + l : iir‘+ . . . 1 ; !• ; ~ x ti )Y(i -xx) 

vt integrale euanefcat pofito x = o. 

Exemplum 2. 

/ * 1 3 v 

— — , caftbus 

V (1 — xx) 

quibus pro m numeri negattui ajjumuntur. 

Hic vtendum eft fecunda redudione quae dat : 

■~ 3 d x x m ~*Y (1 — xx)_ L _m~i r x m ~‘dx 

r — iJ /(i-xj:)' 



r x m ~ 3 dx x m ~y(i- 

J Y (\ — x x) m — 



0 



m 



vnde patet fi » = i, fore /— — ijL— = — ilLriiL*). Deinde 



fi 
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fi m — a, formula / j — ( f* x ^ fa&a fubftitutione i — x x ~ z z. 
abit in cuius integralc eft 

I I t + z I l i -+--/(1 — xx) j t 4- Vh — x x) . 

1 i—z ’ i — y 1 ! i — x jc) x 



vnde duplicem feriem integrationum elicimus : 

r dx l i -f- V (» — x x) — i 

* x yu — x x) 



V(t — xx) . 

— 1 



d X 



X X 

Y [i — x x) i i r d X . 

x* f (i - xx) *xx J xY[i— xx) * 

dX X) | 3y dx 



f 

dx 

x* y 1 1 — x x ) 

/ 



x» y( i — x x i * 



d X 



— yu — xx) 



xl V l I — x X) 



+ x» V (1 — 



■XX) 



dx 



/ 

/ 

r i£ — — 

J x® y l i — x x ) 



etc. 

y<i — x x ) . 



ID|I-XJ) x 

rfx — yu-xx) *y 



d X 



x®y< i — x x) 

d X 

y 1 7 — x x ) 



5 x» 1 iJ x x y ( I —XX ) * 

yu — xx) ■ 4 r d x 

i x» x® y ( i — x x > 

etc. 



Hinc erit, vt in binis praecedentibus corollariis 

f ^ x — /t . -y(.-xx) __ ^ «-4 

J } * JU » •«* •** 



f 



dx 



2.4 ... . ( 2 f — 2 ) , 

). 5 .... (zi— i)x*’_ 



> — xx)i 



JT*'/ (1 — XX) 



— r — k r 1 -d- — 3 -+- 

I' » L * ^ «x* ^ *. 4 X» ^ 






1.3 .... (ai— x) 1 / , . 

— i — y (1 — x x). 

2.4 ... . 2tx , ’ i ~‘ J 



Scholion 1. 

124 . Hinc iam facile integralia formularum 
f x m ~~* 3 jr ( 1 — * ar)^ 



tam 
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tam pro omnibus numeris w, quam pro imparibus p. afltgnari 
poterunt. Redu&iones autem noftrac generales ad hunc ca- 
fum accommodatae funt : 

T /• , .4 —X m (l—XX )* 4_I 

I. fx m 1 d x ( i — x x) — — 



m 



m 



m 



f x n ~ l d x (i — x xy ; 



V- y™ * ( T V v* ^ 

II. — xxy =z — { } 



n+t 



m 



' III. / x* 1 “ 1 5 * ( i — ar ar) 1 ~ 



H- ^ f x m ~ l d x ( i — x x)* ; 
m — 2 

£ _i_ x 

4-4-i x m (i — arx) 



m 



H £.± - — fx ™* 1 dx (i — xx)*; 

OT -4- ju. - 4-2 



IV. fx m ~* 9 x ( i — .v x) 



4 — i — jr m (i — jt jt) 



M- 



-+-™~ h J!:fx m ~ t dx (x — -ry)*; 
P- 



-4- — / jr m — 1 3 x (x — x x ') j 
(*• 



VI. fx—tdxCi-xx ?-^ 1 = x ~~‘ (l - xx) 



4-4-* 



m — 2 

^ 2 /x w ~ I d x ( i — ar.r) 1 . . 






Pofito 
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Pofito enim jul ~ — x, quatuor pofteriores dant: 

. /r \ x m Vi 1 — x .r) x f 

f x 'dxY(i-xx)= - 7 .-h_— ■ / ; 

/7/ -f- X 01 -f- I y ^1 — * T X J 

/ x m ~ l dx ar m - _ \ f * m ~'dx 

}/(i — xx)* ( x — ar.r) ■'Vi 1 — xx ) 

f 1 d x x m m f •V m “ ‘ d r 

J >/(x XX* / ( I X x ) J / ( *• X x) * 



X X j 

/ x m ~'dxV (* — xx) — 



x m ~ 2 V(* — •**) 1 fx n ~'dx 

m—iJ i/(i 



m — x m— 2 Jy( i-xx) 

vnde integrationes pro cafibus p. zz i et /x — — 3 eliciun- 
tur, indeque porro reliqui. 

Scholion 2. 

125 . Pro aliis formulis irrationalibus magis complica- 
tis vix regulas dare licet, quibus ad forrram fimpliciorcm re- 
duci queant: et quoties eiusmodi formulae occurrant, redudlio, 
fi quam admittunt, plerumque fponte fc offert. Veluti fi for- 
mula fuerit huiusmodi fiue n fit numerus integer fiue 

S d x 

Q* 

fimplicior aefiimatur reduci poteft. Cum enim fit 
^ R QdR—nRdQ r f?dx 

R /'P<).vH-Q9R — »RDQ 

J Q" — J 

I.im definiatur R ita, vt P 3 :r H- Q 3 R — « R D Q per Q fiat 
diuilibile, vel quia Q3R iam fatfiorem habet Q, vt fiat P3.r 
— » R d Q — Q T D .r , prodibitque 

K r + 



Q n 

fraftus, femper ad aliam huius formae 



fS 3 x 

J T) n ' ’ 



quae vtique 
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*=/■ 
0' J 



d R -f- T d x 



Q n J Q* 
f?dx___ R f 

J o n J 



feu 



T d. 



qh-* Q" y Q* 

At fcmper fundionem R ita definire licet, vt PDjc — «R5Q 
fadorem Q obtineat, quod etfi in genere praedari nequit, ta- 
men rem in exemplis tcntando,.mox perlpicietur negotium fem- 
per fuccedere. Affumo autem hic, P et Q eflc fundiones in- 
tegras , ac talis quoque femper pro R erui poterit. Si forte 
eueniat , vt clR-f-Td.* — o, formula propofita algebraicum 
habebit Lntcgrale , quod hoc modo repedetur; contra autem 
haec forma vlterius reduci poterit in alias, vbi denominatoris 
exponens continuo vnitate diminuatur; ac fi n fit numerus in- 
teger, negotium tandem reducitur ad huiusmodi formam , 
quae fine dubio eft fimpliciffima. Quamob^em cum in hoc 
capite vix quicquam amplius proferri pofiit, ad integrationem 
formularum irrationalium iuuandarrj , methodum easdem inte- 
grationes per feries infinitas perficiendi exponamus. 



ADDITAMENTVM. 

Problema. 

Propojita formula dy ~[x - f- / (i -f- x or)]* 3 jr, inueni- 
re eius integra/e. 

Solutio. 

Pofito x H- y' ( i -f- .v x) — u , fit et 

d x — ? . u(u ; vnde formula noflra 

ft U U 

dy — i tt n “ a d u (« u 1 ) , 

ideo- 
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ideoque eius integrale 

y — 



i 



— t 



2 (« -f- i) 2 (n — i) 
quod ergo femper eft algebraicum 



4 - Conft. 

nifi fit vel « = x , vel 



n — — i. 



Corollarium r. 

Patet etiam hanc formam latius patentem 
dy — [x -b ■/ (i -f- x *)]" X 9 x 
hoc modo integrari pofle , dummodo X fuerit fundio rationa- 
lis ipfius x. Pofito enim x u ~,l . , pro X prodit fundio 
rationalis ipfius a, quae fit — U , hincque fit 
dy = l U u n ~' du(uu-\~ i), 

quae formula vel eft rationalis , fi n fit numerus integer , vel 
ad rationalitatem facile reducitur, fi n fit numerus fradus. 



Corollarium 2. 

Cum fit f (1 -f- x x) — — ; pofito ■/( 1 -+-xx')-v y 
etiam haec formula 

dy — [.v -f- / ( 1 •+• x .v)] B X d x 
integrabitur , fi X fuerit fundio rationalis quaecunque quanti- 
tatum x et v. Fado enim x — ? . ** . — - ? , fundio X abit in 

au 7 

fundionem rationalem ipfius k, qua pofita.^U, habebitur vt 
ante dy ~ i U u n ~ s d u (u u -+- i ). 

Exemplum. 

Propoftta fit famula 

dy =z[a x b f ( i -t- ar * ) ] [ ar y 7 ( i -+- .v .*■) ]* 9 .v. 

K 2. Po- 
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Pofito * = 1L=L5 , fit 

au 7 

djr — ( c(u8 ~~ x j a «— 

feu 

5 jr — j « n—s 3 w [a (a 4 — i ) -f- b ( u* + ikb + i)], 
cuius integrate eft: 

v — g -*- ?> . «*"*"• 4-A»* + ~. b ttJL- u n ~* -4- Conft. 

y — ;|,+7) “ ^ 4 1 n — * ) 

quae eft algebraica, nifi fit vel n — z , vel n = — a , ve! 
etiam # = o. 



CA- 
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DE INTEGRATIONE FORMVLARVM DIFFEREN- 
TIALIVM PER SERIES INFINITAS. 



Problema 12 . 



126. 

Si X fuerit funCtio rationalis fraCta ipfins x , formulae difTe- 
rentialis dy — X d x integrale per feriem infinitam exhibere. 

Solutio. 

Cum X fit funCtio rationalis fra&a , eius valor femper 
ita euolui poteft, vt fiat 

Xr Ax m -+-Bx m ' + ‘*-t-Cjr m ‘ + " 2 '‘ + Djr* +1 * -+-E -+. etc. 



\bi coefficientes A, B, C, etc. feriem recurrentem conftituent, 
ex denominatore fradtionis determinandam. Multiplicentur er- 
go finguli termini per 3 jr, et integrentur, quo facio integrale 
y per fequentem feriem exprimetur 

Ax m + t 0 *» + »•+■* Cx m+»n+r 

y — -f- — -H {- etc. 4- Con(!. 



m-f- 1 



m 



n 



m-+- 2 n ■ 



▼bi fi in ferie pro X occurrat huiusmodi terminus inde ia 
integrale ingredietur terminus M / x. 

Scholion. 

127. Cum integrale /X 3 x, nifi fit algebraicum, per 
logarithmos et angulos exprimatur , hinc Valores logarithmo- 
rum et angulorum per feries infinitas exhiberi poffunt. Cu- 
iusmodi feries cum iam in Introductione plures fint traditae., 

K 3 non 
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non folum eaedem , fed etiam infinitae aliae hic per integra- 
tionem erui poflunt. Hoc exemplis declarafle iuuabir, \bi po- 
tiflimum eiusmodi formulas euoluemus, in quibus denominator 
eft binomium; tum vero etiam cafus aliquot denominatore tri- 
nomino vel multinomio praeditos contemplabimur. Imprimis 
autem eiusmodi eligemus , quibus fra&io in aliam , cuius de- 
nominator efi binomius, transmutari poteft. • 

Exemplum i. 

12 8- Formulam differentialem per ferlem integrare. 



Sit y — erit y — l (a-\- r) Conft. vnde in- 

tegrali ita determinato , vt euanefeat pofito x — o , erit y ~ 
l(a-hx) — l a. Iam cum fit 

1 l * _ J _ ** * 5 i _ x * rtr 

a-t-x ' a a 1 ' «i a* ^ a* etC * 

erit eadem lege integrale definiendo: 



y — - 

a 



x* 
a a* 



4 — -fl 4 - -*V — etc. 

3 a> 4 a* s a s 



vnde colligimus, vti quidem iam confiat: 

/(fl + .v)rz/fl + i — -j- x \ — _** -4- etc. 

Corojlarium 1. 

129. Si capiamus x negariuum , vt fit dy ~ , 

eodem modo patebit e fle: 

l (a — .r > — / a — — — r — ZL — etc. 

hisque combinandis: 

l (a a — x x) — 2 1 a — - 1 — -ii — 5 * — x \ — etc. et 

- n et m 1 gO ^ gl 



1 



ft * 

a 



a a ta+ 3 a® 
. a ** - 1 » i ji 7 i 

r* + etc * 

Corollarium 2. 



130. Hae pofteriores feries eruuntur per integratio- 
nem formularum: 
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*•" = * * QL + fLf -+- £ -+- etc.). 

sUx J g -4- * 



Eft autem / — i -l^L—l(aa—xx)—laa. et 

J aa— xx v 1 J a a — xx a — x 

ita vt iam his formulis per feries integrandis 1'uper.edere pos 
fimus. 

Exemplum 2. 

131. Formulam dtffereniialcm . per feriem inte- 

grare. 



Sit d y — 



a Z x 

a a -t- x x 



i et cum fit y — Are. tang. * , idem 



“ “ r- ~ a 

angulus ferie infinita exprimetur. Quia enim habemus : 



a o - »- * x 



— i — eL5_f-£! — -f- 51 etc 

• aJ «* aJ 'a» CCC, 



£l 

3 a* 



4 — .4 -f- etc. 



erit integrando : 

j — Arc. tang. - — - , 

Exemplum 3. 

132. lntegralia harum formularum _ i£_ et * A * per 
/enes exprimere . 



Cum fit — - — - — 1 

- ■ . J£l 



• dx 


I 


l -f- X* 


- 


X i X 


j 


1 -t- X 1 

icr §. 


77 


i X 


^ 


1 X* 




* 3 r 


-f- 



x 3 -f- A 4 — x 9 -f- X '* — etc. erit 
r Jri — ia -v ro -+* r% A" 13 — etc. et 

- 5-v 8 — 11 x" -f- ^ jr u — etc. • 



3 fin. 3 ^rc. tang. — x ^ n ‘ 3 



A- X) 



X cof. 3 



| fin. Arc. tang. x * ,n ' 3 



i — x coi. f 



At 
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At cfl cof. 1 
vnde fit 

/ 5 X- — 

J -I- *» 



— 1 • rnC STr 1 • Ctn * »"* • f,n ** Vl . 

— l y COI. j 5 y nn. j l j un. j * y 

1 1 (i-r-ar) — 3 / / (i— jr-Hjr x) -+- J, Arc. tang.?-^ 
/~~ t = -l l (*-*-*) -*-V /(x—x+xx) -4- ^ Arc. tang.^| 
integralibus vt feriebus ita fumtis, vt euaneicant pofito x — o. 

Corollarium i. 

133. His igitur feriebus additis, prodit 
^ Arc. tang. = jr -+- i xx — \ x*— \ x J ■+■ \ x r -j- ' t x* 
— A .v‘° — A jt“ -+• etc. 
fubtracla autem pofteriori a priori, fit 



2 / r ~¥~ 
* /(I — X- 



■XX) 



i -* 



X 1 4 X* -f- j A’ 3 ' f X 7 j .V* 



— n ^ ,0 H- n v* 1 -+- etc. 



cuius valor etiam eft 



1 1 r 1 -+- * 

3 1 



: 7 J r —I— ac 5* 

3 1 iT» T- 



Corollarium 2 . 

134. Cum fit f*~~ — a 1 (i-»- ar 3 ), erit eodem modo 
i/(i 4 -* 3 ) 



1 v *3 

3 



y 3 I y' t 1 y»? _ ^ yl 

x — z x -f- 9 .v — n x 



etc. 



qua ferie illis adieda, omnes poteftates ipfius .r occurrent. 

Exemplum 4. 



135. Integrate hoc y — \i* per feriati expri- 



mere. 



Cum fit —i — - — 1 

1 -t- X* 

r -,3. 1 ~5 



.V 4 -J- Jf* X'* H- x lt 



etc. ent 



y — jr-f-ijr" — \x $ — r* 7 -f-£x , - 4 - 1 , i a:" — n x ' 3 — ii* ,5 -(-ctc. 
Verum per 82 - vbi m — i et n~ 4, pofito "J — co, fi: in- 
tegrale idem : 
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y — fin. w Arc. fang. :”- fllt u - ' 

-f- fin. 3 cu Arc. tang. -*/' 11 - 3 I“ — . 

At ob 4 rz: cu — 4.5% eft fin. cu — cof. cu z= fin. 3 cu — 
cof. 3 hinc habebimus : ) 

y = A Arc. tang. -f- A Arc. tang. “ 

= Ar c- tang. . 

Exemplum 

135. Integrak boc y per feriem expri- 

mere. 

Cum fit r ^ rp = i — x* 4- x M — jr 1 * 4- x 14 — etc. erit 
y — x -4- i x* — \x r — n *" -h.n * 13 -f- v x 17 — ctc. 

At per §. 82. vbi « ~ 1, » ~ 6, et cu zr f — 30% eft 

y = i fin. a Arc. tang. ; fin. 3 cu Arc. tang. 1 *./ ?• 3 -°L 

* 0 1 — XCOj.tU. * >3 I — XC0f.3w 

-f- ? fin. 5 01 Arc. tang. — / nt - s t * : 

1 5 * 0 i — x eoj. s U 

eft vero fin. cu zz: J ; cof. cu — ; fin. 301-1; cof. 3 cu zz: o ; 

fin. 5 cu ±z J ; cof. 5 cu — — , ergo 

y — 3 Arc. tang. —^ 4-5 Arc. tang. x -f-j Arc. tang . : 
Ce u 

^ ^ Arc. tang. Arc. tang. x z= 3 Arc. tang. ^ 

Corollarium i. 

137. Sit z~f = i x 3 — i x* •+■ is *“ — n x" -+■ ctc. 
at fa£o x 3 — u t eft 

* — 5 /r 4 nn z — * Arc. tang. k = 5 Arc. tang. x 3 . 

L Hinc 
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Hinc feries huiusmodi mixta formatur : 

}x 7 — Jjt’— n* ll H-A jr * ,- H« jr * , ~Hir* ,, “" etc * 
cuius fumma ett = \ Arc.tang. 4- J Arc. tang. x\ 

Corollarium 2 . 

138. Si hic capiatur n~ — 1, binos angulos in vnum 
colligendo , fit 

\ Arc. tang. — j Arc. tang. x 3 

— j Arc. tang. -I* 



I I» A X T 



■ 4 X X 4 ■ 



3 X X* 



3 X X 1 



quae fragio per 1 — x x ■+■ x* diuidendo, reducitur ad 
quae eft tang. tripli anguli x pro tangente habentis, ita vt fit 
J Arc. tang. = Arc. tang. x , quod idem feries inuenta 

manifefio indicat. 

Exemplum 6 . 

„ r i ^ (x n ~ l x n ~ n ~~')d x 
139. Hanc formulam _dy zz :- — 



i+f 



per feriem integrare. 



Ob 



bebitur 

x n 

y— — 



i + r 



~ 1 — jr* 4 - x tn — x 3n -f- x* n — etc. ha- 



m n — m 






n-4- m 






,3* — n» 



— etc. 



an— m zn-*-m 3 n — m 



Haec ergo feries per §. 82. aggregatum aliquot arcuum cir- 
cularium exprimit, quos ibi \idere licet. 

Corollarium. 



(x m *~ f JC 1 

14.0. Eodem modo propofita formula 






> 

ob 
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ob — - — ~ i 4- x n 4- x' n -f- jf 3n 4- etc. inucnitur : 

•i — x n 

X m X n ^.1 # — m + m ^.3 it — i* 

2 — _ — -f- ' — — -f- t-etc. 

m n—m n-+-m zn — m zn-r-m 3 n — m 

cuius valor §. 84. eft exhibitus. 



Exemplum 7 . 

141. Hanc formulam dy — , per feriem in- 
tegrare. s 

Primo integrale eft manifefto y = / (i -f- x 4 - x x); vt 
autem in feriem conuertatur, multiplicetur numerator et de- 
nominator per 1 — x y vt fiat dy ~ * tz v* x . Cum 



: — * x x 4 x 
■ *• ' 

nunc fit - J- xl — 1 -4- x 3 -f- x‘ -4- x’ -f- x 1 ' -4- etc. erit inte- 



grando : 



y — x 4 - V 



**’ X* 



X» 

I 



« 



xf 

T 



X* t X* 



etc. 



Corollarium 1. 



142. Eodem modo inueniri poteft 
y — l (1 -f- x 4- x x 4- x s ) j 
per feriem. Cum enim fiat y 4- / (1 — .v) ~ / (1 — x 4 ), erit 

y — x 4 -* 4 -^ 4 -** 4 -* 4 -* 4 -*i 4 -* 4 -* 3 4 - etc. 



fiue 



y — x 4 - : 



3*« 



* ■ ** 

V 



etc. 



’ 1 * "X- l 3 

— 7 5 <- * 7” *" 

Corollarium 

^43. At fratfio ■ ■ ■ * ~^ tx " ■ per feriem recurrentem 

I * 4- X X * 



euoluta dat 



L 2 



x 4 - * 
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I -4-x— 2X x-{-x 3 -t-x*— 2jr s H-* 4 H-x r — ax’ 4 - etc. 
vnde per integrationem eadem feries obtinetur, quae ante. 

Exemplum 8- 

144. Hanc formulam dy — , _ — ^ per fericm 
integrare. 

Per §. 64. \bi A — r, B :r= o, a =r i, et b zzz i, eft 
huius 'formulae integrale y — - ^ Arc. tang. ~f ' ~ fj -g» At per 
feriem recurrentem repe ri mus 

— 1 H- 2 .ar cof. 1 4- (4 <cof. — i) x x 

-4- ($cof.£ 3 — 4'cof.^) ar 3 -t-(a 6 cof.£ 4 — 1 2 cor.<*-t-i ) ar* 
-+-(32 cof. — 3 2 cof. £ 3 -4- 6 cof. £) ar s -j- etc. 
qua ferie per -d x multiplicata et integrata, obtinetur quacfitum. 
Poteftatibus autem ipfius cof. £, in cofinus angulorum multi- 
plorum conuerfis «peritur : 
y = x 4 - i x x (2 cof. .£) -+- 3 x 3 (2 cof. 2 £ 4 - 3) 

4-*ar 4 (2<cof.3 £-h 2 cof.£) -hlar* (2cof.4^-4- 2 cof.2 £-f- a} 
-+-Jx < (2cof.5^-}-2cof.3^-+-2cof.^) etc. 

Corcillarium i. 

145. «i ponatur .llT/cff - ffi * T’ erit P er (§-' 5 30 

A~ 1, B “ — cof. £ , a — 1 >et b — 1 , ideoque 

er —cof.<^/)/(i—2 arcof. £ 4- * *) 4 - /fin.£ Arc. tang. 

At per feriem 

ob — 1 ~~ ^ — rz 1 4- ar cof. I -+- ar® cof. 2 l 

ar 3 cof. 3 £ 4 - ar 4 cof. 4 £ 4- etc. fit 
« = a: -4- J x ar cof. £ 4- J a: 3 cof. a £ 4-, ar 4 eof. 3 £ 

4 - i ar 5 cof. 4 £ -+- ‘ etc * 

Corol- 
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Corollarium 2. 

x\ 6 . At quia 02 — erit 

x — -cor.£7j/(i- axcof.i^f-xx^fin.^/— 

Hinc ergo pro y — f —— 1 ^-——. alia reperitur feries infi- 
nita cum logarithmo connexa, fcilicet 
J — 21* 7 /0 — a x cof. % -h x x) 

-+- (x-+-aXXcof.^-4-4Jf 3 coCa^-4-ix 4 cof.3^-+-etc.) 

Problema 12. 

14.7. Formulam differentialem irrationalem 
<dj — x" 1- 1 3 x (a -f- £ x n )* per feriem infinitam integrare. 

Solutio. 

‘Sit a* ~r, erit 0jy :rzxx w — 1 9x(i+ |-ar n )» , vbi 
quidem affumimus x non «fle quantitatem imaginariam. Cum 
igitur fit 

fl + 'ix n F=I+i2-»® J^t^inn-Illu-Wltyi-L etC. 

' o J 1 *. o ii.it. a» i,*.i*. 3 »..a* 

erit /integrando - 

/x m JUL b X" 1 ' 4 ** fJL (jut — v) !b b x m_f ” ,n 

y c [ —H 1 

\ m k. a m -*- n i v. a v.. a a m -+- 2 n 

+ ftCft-K) fr-»*)* + ctc Y 

1 y. 2 v. a y. o 3 m -4- 3 « / 



1 k. 2 y. 3 y. o 3 m -4- 3 « / 

quae feries in infinitum excurrit, nifi fit numerus integer 
pofitiuus. 

L 3 ' Sin 
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Sin autem cafu , quo v numerus par, a fuerit quanti- 
tas negatiua , expreflio noitra ita ell repraefentanda , * 



M. - 



d y — x m ~ ' dx (bx n — a)* — b* x 
Cum igitur fit 



WH-fif— I H 

» ox (i— “ f *)». 



(1 



o „ — n 

J 



X~"), — i JL! 

' i ». 



4 « Y-— B , 4(U — v'fl* 1 H 



I (. I I f 
— ^14 — »1 IU— ivl«» — j n i 

i ». e ». j ». 6» 



CtC. 



erit integrando 



=*•£ 



W 



4 » 



fj. a v x 



in 



tu — »)* 



v -+- /jl n 

■ /jl (fj. — v) a* v x 



i v. b m v + (ix — v)n 

tfl -4- (4 — aviB 



l— • n it ^ 

— etc. J 

^ 2 y) n / 



i v. 2 y. b * m v ■+- (jx 2r) 

Si a et b fint numeri pofitiui , vtraque euolutione vti licet. 



Exemplum i. 

148. Formulam dy — , per feriem integrare . / 

Primo ex fupcrioribus pa-et effe y — Arc. fin. x q(ii 
ergo angulus etiam per feriem infinitam exprimetur. Cum 
enim fit 



r (i — x *) 



1 +£*•■+• 



erit 



i- 3 

8.4 



IlIlL x* 

i. 4- * 



»• S- 7 v l 
8. 4- *• « ' 



x' -+- etc. 



J' 



.v 



s 



I. 3 
a. 4 



S 



r- 3 - s 
a. 4 . 6 



f 



I- 3- t. 7 

a. 4. 4. 8 



*» 

f 



etc. 



vtroque valore ita definito, vt euanefeat pofito x — o. 



149. 

*rr 

i 



Corollarium 1. 

Si ergo fit x ~ 1 , ob Arc. fin. 1 — 1 , erit 

+ n + ,-!i + -1^- -4- Ji- 3 --.!- ’ ctc. 

At 



■f 
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At fi ponatur x — I, ob Arc. fin. { — 30* — erit 

! «j _4_ Li — 1_ T - 1 - 5 _i 

* 1 2.**. 3 



It 

i 



ctc. 



«. 4 »* 5 . S a. 4.6. «.4.0.8.11*.? 

cuius ferici decem termini additi dant 0,52359877, cuius fex- 
tuplum 3, 1^.159262 tantum in o<ftaua figura a veritate diferepat. 

Corollarium 2. 

150. Propofita hac formula dy ~ » , polito 

X — u u , fit 

d v — ' ** Su — « ^ u . 

Vtuu — »«) V ( 1 — au)" 

ergo y — 2 Arc. fin. u =. 2 Arc. fin. ar. Tum vero per feriem 
erit: 

^ = a(«-t-i.V-+-^.V-f-^.VH-et C .) feu 
;=2(r+{. 3 * + |^. x J + t±i.V + etc.) V x. 

Exemplum 2. 

15 1. Formulam dy — d xV (2 a x — x x) per ferient 
integrare. 

Pofito x~uU) fit dy — 2 u ud u ■/ (2 a — uu ): at per 
reduftionem 1. (§. 118.) eft n~ 2; m~ xj a~ 2 ai b~— x; 
[x — 1 ; v — 2 } vnde 

s 

/ uudu ]/ (2a-uu)=—iu(2a—uu)*-hiafdu}/(2a—uu) : 
et per tertiam, fumendo m ~ 1 , a — 2 a f b — — i ? n — - a ? 
[A — — 1, v — 2 , fit 

/a«>/(2fl— ««)=;»/(** — uu)+af 
at eft 

f y—t-uu) = Arc ’ fin ‘ fTS = Arc ' Cn - > ideoque 

/a«d«/(a a—u u)~—\u (2 a-uu'}-+- i au-/ (2 a—uu)-+- {a a Arc.fin.^^ 
== a)}/(2a— ««)-+-JaaArc.fin. 

Ergo 
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Ergo y =z l(x—a)/(2ax—xx)+aaArc.{in.f£ t . 

I 

Pro fcrie autem inuenienda eft dy d x y 2 a x ( i — —)* 

— x*dx(j — — . ii- — ~ — etc.) Y 2 a: 

' 1 * a 2. 4 4 a <1 2. 4. 4 & a 1 * * 

hincque integrando: 



, s 3 , *.» 

y — (5* 



2 X 



T 

t.1.3 2 Jf* 



feu 



5.2 a 2.4 “j.+aa 2.4.6 9.8 a 



--etc.) /2 <7, 



4 — (f — I . — — — • — etc.) 2/2 ax. 

J ~~ VI B i. 2 a 2. 4 r.4«* a. 4. 4 2. l a* ' w 



Corollarium i. 



152. Integrale facilius inueniri poteft, ponendo x =. 
<7 — v , vnde fit et per redudio- 

nem tertiam 

/dvYiaa—vv^lv/Caa—vv^laa/^Jy—^ hinc 
j — C— /(fltf— vv)— itf0Arc.fin.-i. , feu 
y— C— \(a—x)y (2ax— xx)— \aa Arc.Gn.~p? . 

V T t igitur fiat^ro, pofitoxro, capi debet Crjtftf Arc.fin. 1 , 
ita vt fit ✓ 

y — — \(a — x)y (2<ijr— Arar)H-ioarArc.cof.i-~ . 

Eft vero 

Arc. fin. = 5 Arc. cof. iri*. 



Corollarium 2. 

153. Si ponamus ar — fit y ~ — °i ll -f- , fe- 
ries autem dat 

v — 2 a a ( — — 1 — ii — - — L±J - — etc.) 

v «.3 2. 5. 2J t. 4. 7. « 3 2. 4. 6 . ?.2 7 

vnde 
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vnde colligitur 

7T — 112 + 6f! — ! — Li T - *•» etc ^ 

4 i. s. a* a. 4. ?. *♦ ». 4. 6. 9. a* ' 

at per fuperiorem eft 

7T — 3 ( x -h ~r, -+- «;*; j. 

ex quarum combinatione plures aliae formari poflunt. 

Exemplum 3. 

154. Formulam dy — y~f x -~, per ferjem integrare. 

Integralc eft y — l [x -h }/ ( i -4- x x) ] , ita fumtum vt 
euanefcat pofito x — o. At ob 

i — l x* - f Jf 4 — r - 3 i*. x* -+- etc. 



V( i+«| ' *. 4 a. 4. 6 

erit idem integrate per feriem expreftum: 

I. 3 . 5 Xf 



y — x 



I X* 

1 • 3 



1 . 3 x’ 

*■ 4 * 1 



2. 4. 6 



etc. 



Exemplum 4. 

155. Formulam dy ~ ~-J x x ~ t ) per feriem integrare. 

Integratio dat _y^=/[Ar-hy'(jrar — i)] quod euanefcit 
pofito x — 1. lam ob 

r — 1 — 1 — i _i_ iii _i_ i »- » e f C 

V 1 * x - 1 ) — X ~T- - -1- - —-T-. etc. 

erit idem integralc: 

y = C -+- 1 x 



» JC 1 



2. 4. X* t. 4. 6 X 7 



I. 3 



T. 3 . 5 



etc. 



*. 2 JC* 2. 4. 4 I* ^ 2. 4. 6.^6 x ° 

quod vt euanefcat pofito x — i, conftans ita definitur, vt fiat: 
y — Ix-h^Ci — 1 — L)-4-L±J_( i - * )-*- etc. 

^ a.aV ji' t. 4. 4' x 4 ^ a. 4. 6. 6 ' x* ' 

Corollarium. 

156. Pofito fit 



J >iau + u«) Via' v«u' *«4 4 e. 4 . « “ ' 

M vnde 
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vnde integrando habebitur 
,, , i ^ 

J=U- 2 v u ~- ' rT " +_ 



3 S 7 

I 2 tt 3 1.3 2 tt* 1.3.5 2 W* 



2> *• 3 2« ^ 5*4* 2. 6 $ 



etc.) feu 



(* — 



I. 3- v « 



X. 3. S X. 4. S. 4 



»■ 3 - S. II 1 
a. 4. o. /. 8 



etc. ) y 2 «. 



Exemplum 5 

157. Formulam d y ~ 



per feriem integrare. 



( 1 ~ x) n 



Per integrationem fit 
1 

y 



(» — i)(i — n — 1 
finfio y — o fi x ~ o y feu 

(1 — jr)- , + I — i . 

y — - 

n — 1 

Iam vero per feriem eft 

dy z= dx ( 1 + etc.) 

1.2 l.ft .3 ■ / 

vnde idem integrale ita exprimetur: 

y~x-h—-h j. s. 3 * — r.a.T 4 — -+-etc. 

Hinc autem quoque manifefto fit 



(« — 1 = 



(i-x) 



n — i 



Scholion. 

158. Haec autem cum fint nimis obuia, quam vt iis 
fufius inhaerere fit opus, aliam methodum feries eliciendi ex- 
ponam magis abfeonditam , quae faepe in Analyfi eximium 
vfum afferre poteft. 

Pro- 
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Problema i?. 

159. Propofita formula differentiali ,-Jr 

(a j 

d r = x n ~' d x (a -h 6 x*)* , 

eius integrale altera methodo in feriem conuerterei 

Solutio. 

Ponatur y ~ {a -f- b x n )* z , erit 

by — (a-\-bx 1 i y*~~ l [dz(a-\-b z d x}: 
vnde fit 

ar" 1-1 d x — dz (a b x") -+- ^£x n ‘“ I z d x, fea 
y x m ~ I d x — v d z (a -h b x n ) n ixb x n ~ 1 z d x. 

Iam antequam feriem, qua valor ipfius z definiatur, inueftige- 
mus, notandum eft cafu, quo x euanefeit, fieri 

h _ x K_ 

oy — a* x n ‘~ l d x — a* d z , 

vt fit d z — i x m ~~ l d x. Statuamus ergo: 

z — Ax m -f-Bx m-Hn -f-Cx m ' 4 * 2 “-f-Dx ni '*“ J1t -l- etc. 

eritque 

|| r m A x ™ “ 1 B x m n ~“ 1 -+- (m-+- 2 «) C x m + 2 1 e tc. 

Subllituantur hae feries loco z et || in aequatione 
—• (a -f- b x n ) -+- n /x b x n ~ t z — v x m ~ l — o , 

fingulisque terminis fecundum poteftates ipfius x difpofitis, orie- 
tur ifta aequatio: 

m va A x 7 ’ 1 '” 1 -*- (m+n)y a B x m+ ’ , *" I H-(#M-2»)v' a C x" t * + ' 8B '“ , '+-etc.') 

— / -4- m v b A -h(m-hn)vb B 

“ 4 - Tl^kb A -t-Hjxi>B ) 

vnde fingulis terminis nihilo aequalibus pofitis , coefficientes 

M a - fitfi 
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fidi per fequentcs formulas definientur: 

mva A — y — o; hinc A = -~~; 

— Br- ^+ig A; 

( m +- 2 n) v a C -t- [ ( m -+- n) y -4- n ;jl] b B = o ; C = - 1 1 i ? » + » 4 + ' » jdi B ; 

(m -+- 3 ») D -+- [(m- 4 - 2 ») v-hija] b o ; D ^ C >' 

ficque quilibet coefficiens facile ex praecedente reperitur. 
Tum vero erit: 

y — (a 4- b x n fi(A x m + B x n +* -4- C .v m+2 * -+- D x***' * ■+■ etc. ) 

Solutio 2. 

Quemadmodum hic feriem fecundum poteftates ipfius x 
afeendentem aflumfimus , ita etiam defccndentem conftituere 
licet : 

z — A x m ~ n 4- B .v m - 2n 4- C x” 1 - 311 D 4- etc. 

vt fit 

|| r (w— w) A ar w ~ B ~ x -+-(«— a n) B x m ~ 2 n _, -+-(w— 3»)Cx’ n-3a ~ I etc. 
quibus feriebus fubftitutis prodit: 

-t-(rn-n')vbAx m ~ l -t-(m—n')vaAx n ~ n — I -t-(m— 2 n')vaBx m ~~ ln — l -t-(m-zn')vaCx m, ~ 3w ~ t 
-+n\x.b A -+-(w- 2 »)vAB -4-(w— 3»)vAC -4-(w-4»)^D 

— v -4-njxiB + 

Hinc ergo fequenti modo litterae A, B, C, etc. determinantur : 
(«-»>*A-Mtfi*A-K=o ergo Ar_^2_..| ; _ 

(OT-»)vflA-h(w-a»>^B+»p.ABro, • -f A ; 

(«-2»)vaB-t-(»i-3»>^C-t-»frACro, Cr_|2r^_ . f B ; 
(w-3«) K c C bV+n IX b Dro, D ~C ; 

vbi iterum lex progrefiionis harum litterarum eft manifcfta. 

Co- 



mo. 
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Corollarium i. 

160. Prior feries ideo eft memorabilis, quod cafibus, 
quibus ( m-\-in)v-\~n\x.~o , feu — ™ ^ — h abrumpi- 

tur, atque ipfum integrale algebraicum exhibet. Pofterior ve- 
ro abrumpitur , quoties m — in — o feu ^ — i , denotante i 
numerum integrum pofitiuum. 

Corollarium 2. 

i<Si. Vtraque vero feries etiam incommodo quodam 
laborat , quod non femper in vfum vocari poteft. Quando 
enim vel m — o, vel m -+- / n — o, priori vd non licet: quan- 
do vero ( m — i n) v ■+- n /x — o , feu ” -f- — /, vfus pofte- 

rioris tollitur, quia termini fierent infiniti. 

Corollarium 3. 

162. Hoc vero commode vfu venit, vt quoties altera 
applicari nequit, altera certo in vfum vocari poffit, iis tantum 
cafibus exceptis, quibus et — “ et £.-}-!£ funt numer i inte- 
gri pofitiui. Quia autem tum eft v — i , hi cafus funt ratio- 
nales integri, nihilque difficultatis habent. 

Corollarium 4. 

163. Poffunt etiam ambae feries fimul pro z coniun- 
gi hoc modo: Sit prior feries — P, pofterior vero — Q, vt 
capi poffit tam 2=P, quam z — Q. Binis autem couiun- 
gendis, erit z ~ aP + (3 Q, dummodo fita + (3 — i* 

Scholion. 

164. Inde autem, quod duas feries pro z exhibemus, 
minime fequitur, has duas feries inter fe effe aequales, neque 
enim necefle eft , vt valores ipfius y inde orti fiant aequales , 
dummodo quantitate conflante a fe inuicem differant. Ita fi. 
prior feries inuenta per P, pofterior per Q indicetur, quia ex 

M 3 illa 
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t n 

illa fit y — (a -4- b **)» P, ex hac vero y — (a +■ b x") vQ,cer- 

to erit (a -t- £ x*) * (P — Q.) quantitas conflans, ideoque P — 

Q — C (a -+- b jr ft ) * . Vtraque fcilicet feries tantum integra- 
le particulare praebet, quoniam nullam conflantem inuoluit , 
quae non iam in formula differentiali contineatur. Interim ta- 
men eadem methodo etiam valor completus pro z erui poteft : 
praeter feriem enim aflumtam P vel Q flatui poteft 

sr=P + a + (3jf n + y jt sn + 5x , * + ejr 4 ' l 4- etc. 
ac fubftitutione fa<fta, feries P vt ante definitur, pro altera ve- 
ro noua fe*ic efficiendum eft, vt fit 

» v a p jr n “ 1 -t- 2 n v a y x 1 n ~ *• ■+■ 3 n v a S x 3 n ~ 1 -+• 4 n v a e x* ”■ ~ 1 ) 
n-n^bd -t-nyb (3 -i-mvby -r-^nvbS V - o, 

-hn[xb(3 -+-ny.by H-nfubS ) 



vnde ducuntur hae determinationes: 



(i~Z±.L ai y- 



— (H-t-v) & 



'i.fc 5 = 



1 v) b 



3 y « 



Vi 



c — . 5 etc. 

4 y a 

ita vt prodeat 

Z — p+g(i-!t.. 6 -V»-«-etc.) 

v y « y.sy a* y.iy. 3 ». a 1 x 

, t 

fcu x n ) * , hineque 



JA fA 

y (a b x' 1 )'* + ad'"; 

quod eft integrale completum quia conflans a manfit arbitraria. 

Exemplum 1. 

165. Formulam hy~~~—~ hoc modo per feriem 
integrare. 

Comparatione cum forma generali inftituta, fit a — *, 
b ~ — j, tn — 1, n — 2 , jw. ~ 1, v — 2: vnde pofito y — 

z/ 
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z y (i — * x x) prima folutio 

z =: A r -f- B jt’ 4- C * s 4 - D * 7 4 - etc. praebet 
A — i; B = j A; C = ?B ; DzrJC; E:z:fD; etc. 
vnde colligimus : 

y — {x -+- 3 ** -+■ x* 4 - ^ x 7 4 - etc.) / (i - * jr), 

quod integrale euanefcit pofito arro, eft ergo y — Arc. fin.ar. 
Altera methodus hic fruftra tentatur, ob ^ 4 -^:=:i* 



Corollarium t. 



1 66. Pofito xni, videtur hinc fieri y~ :o, ob 
|/(i — ^x) = o: at perpendendum eft, fieri hoc cafu feriei 
infinitae fummam infinitam, ita vt nihil obftet, quo minus fit 
y — i. Si ponamus x ~ ^ fit j — 30° — ideoque 




«■ 4 

3 . i. 4 * 



»• 4 ■ t 
3. S. 7. 4* 



4- etc.) 



V3 

A • 



Corollarium 2. 

167. Simili modo propofita formula dy zr 
reperitur : 

J = — + — 4- etc.) /(i 4 - x ar) 

eftque ^ = / [jt 4- V (i 4 - x *)]. 

Exemplum 2. 

168. Formulam dy — - x -y- per feriem 
integrare. 



Eft ergo tn — o, » — 2 , p. =z 1 , v ~ 2 , a — 1 y et 
i — — 1 , vtendum igitur eft altera ferie fumendo 

s — j — 3! — Ajr~ 1 -+-Bx“ 4 -»-Cx~‘-+-Dx~ , -+-etc. 

fitque 

A=x; B=|Ai C =ltii D = ;C ; etc. 



Hinc 
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Hinc ergo Colligimus : 



J = (~ 



2 

3~x * ' 



fi» 4 

3. 5 X 6 



»« 4» * 
3. 5. ; x 



-f- etc.) /(i — x x). 



At integratio praebet y—l' — — LI 1 , qui valores conue- 
niunt, quia vterque euanefeit pofito 

Corollarium i. 

169. Cum autem haec feries non conuergat nifi ca- 
piatur x >• 1 , hoc autem cafu formula Y (1 — x x) fiat ima- 
ginaria, haec feries nullius eft vfus. 



- Corollarium 2. 

170.. Si proponatur dy =r - y , ( ** __ u , eadem pro ^fe- 
ries emergit per Y — 1 multiplicata, eritque 

= i •*- r'iTi - rg* - 1 - m -) /(**-«). 

Pofito autem x = erit dy et y- C-Arc.fin.a, 

feu y~ C — Arc. fin. vbi fumi oportet C ~o, quia fe- 
ries illa euanefeit pofito ita vt fit y — Arc. fin. j . , 

quae cum fuperiori conuenit ftatuendo i~v. 

Exemplum 3. 






171. Formulam dy — y-ll L__ hoc modo per feriem 
integrare. 

Eft hic m= 1, n ~ 4, p. — 1, v — 2 , ideoque pofi- 
to y ~ z Y ( a ~f- b x 4 ) , prior refolutio dat 

2 — A x -f- B x' -f- C x 9 -f- D x 11 -j- etc. 
exiftente 

A — Ji B 36 

ita vt fit 

** - 

y (x 36*? 3 . 1 6* x» 3. TJ 1,1 jtn . z. ..aN 

7 ^ ~7Ta» - - .V. , 7 ,4 + ctc 0 / ^ 

Hic 



5a A; C = tiL 1 B ; D ~ ^ C etc. 

5a 9 a 13 6 
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Hic autem quoque altera refolutio locum habet, ponendo 
s~Ajr~ 3 -|-Bjr~ 7 -hC x~~ u + D + etc. 
exiftente 

A = =I; B = =±-*A; C = ^ * B ; D = =^l| C ; etc. 

0 i 0 9 0. 11 b 

vnde colligitur : 

y-~ + rr£^ ~ r. Tiiwhi efc -) 

quarum ferierum illa euanefcit pofito x ~ o , haec vero pO- 
fitO X — C\3. 

Corollarium i. 

172. Differentia ergo harum duarum ferierum eft con- 
flans, fcilicet : 

ac 3 bx* _j_ 3 .7b*x* 3-Titl>*x'* 



X 


3 6 x* 


_ ^ 3 . • 6* x* 


a 


i a a 


3. 9 U* 


z 


3 a 


. 3 - 7 a 7 


b x 1 


S b bx 7 


5.9 6 1 X I * 



S. 9. 13 a* 

3. 7 . 1 1 a» 

5 . 9 . 13 b* x ,s 



etc.^ 

etc.( 



V (a b * 4 ) ~ Conft. 



Corollarium 2. 

173. Has ergo binas feries colligendo habebimus 



■b x* 



3 ai +- j i x 1 » ■ 3 . 7 a> bi x 3 ® C 

a 6 x* * o 1 i* x 7 ' j. , * o’ 6 * x 11 * ■/(«-+• b x*) 

vbi quicunque valor ipfi * tribuatur , pro C femper eadem 
quantitas obtinetur. 

Corollarium 3. 

174. Ita fi a — 1 et b — i, erit haec feries in 
^(i-j-ar 4 ) tiudia femper confiant, fcilicet 

— l • H- — • 1 -^~- — etc.) Y(i -+-*«) = C. 

Cum igitur pofito x — i, fiat 

c = (i — H- tl — hL” -4- etc.) 2/2, 

huicque valori etiam illa feries, quicunque valor ipfi* tribua- 
tur, eft aequalis. 

N 17 5 - 
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1 * 75 . Haec poflrema feries fignis alternantibus proce- 
dens, per differentias facile in aliam iisdem fignis praeditam 
transformatur, vnde eadem conftaus concluditur 



C — C 1 - 1 — | -4— ^ H— 



'■ J - s 
5. 9. 13 



T. 3. 5. 7 
5. 9. 13. H 



-+- etc.) / 2 , 



quae feries fatis cita conuergit, eritque proxime C zz: 



Scholion. 

176 . Ifta methodus in hoc confiftit, vt feries quae- 
dam indefinita fingatur, eiusque determinatio ex natura rei 
deriuetur. Eius vfus autem potifiimum cernitur in aquationi- 
bus differentialibus refoluendis ; verum etiam in praefenti in- 
ftituto faepe vtiliter adhibetur. Eiusdem quoque methodi ope 
quantitates tranfeendentes reciprocae, veluti exponentiales et 
finus cofinusuc angulorum, per feries exprimuntur, quae etfi 
iam aliunde fint cognitae, tamen earum inueftigationem per 
integrationem expofuiffe iuuabit, cum fimili modo alia prae- 
clara erui queant. 

. Problema 14. 

177. . Quantitatem exponentialem y ~ a x in feriem 
conuertere. 

Solutio. 

Sumtis logarithmis, habemus / y - x l fl, et differentian- 
do 12 ~dxla , feu ~l—yla: vnde valorem ipfius y per fe- 
riem quaeri oportet. Cum autem integrale completum latius 
pateat, notetur noftro cafu pofito x — o, fieri debere y zz: i : 
quare fingatur haec pro y feries : 

vnde fit 

|^zz:AH-*£Bar-f -3 C ar* - 1 - 4 . D x 3 -f- etc. 

qui- 
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quibus fubftitutis io aequatione — yla — o, erit 

A+2BAr + 3Cjr* + 4Djf I +5Ejt 4 + etc. ) 

— Ia — A l a — B l a — Cia —Dia — etc.f ’ 

hincque coefficientes ita determinantur : 

A— la; B — lAla; C — \Bla; D ~\C I a etc. 
ficque confequimuf : 

y — a* — i -+- lif -H- *1 lL a Jr -+- x ' a . a] \ -+- *lL ta ' 4 -4- etc. 

^ X I, tt i. a. 3 I. %. 3 - 4 

quae eft ipfa feries notiflima in Introductione data. 

• % 

Scholion. 

178. Pro finibus et cofinibus angulorum ad difFeren- 
tialia fecundi gradus eft defcendendum, ex quibus deinceps 
feries integrale referens elici debet. Cum autem gemina in- 
tegratio duplicem determinationem requirat, feries ita eft fin- 
genda, vt duabus conditionibus ex natura rei petitis fatisfa- 
ciat. Verum haec methodus etiam ad alias inueftigationes ex-, 
tenditur, quae adeo in quantitatibus algebraicis verfantur, a 
cuiusmodi exemplo hic inchoemus. 

Problema 15. 

179. Hanc exprefiionem y ~ [x )/(x -f- x x)]* in 
feriem fecundum poteftates ipfius x progredientem conuertere. 

Solutio. 

Quia eft Iy=nl[x-+- /(i +rr)] erit i 2 = 
iam ad fignum radicale tollendum fumantur quadrata, erit 
(1 -4- x x) dy* — n nyy 5 x 2 . Aequatio, fumto conftante, 
denuo differentietur, vt per 2 dy diuifo prodeat 

ddy (1 -+- x x) -+- x d x dy — nny d /ro: 

vnde y per feriem elici debet. Primo autem patet, fi fitxro 

N a fore 
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fore y ~ i , ac fi x infinite partium, y m (i -t-jr)" — x - 4 - nx. 
Fingatur ergo talis feries: 

~ i + « r + A .r’ + B + C .v 4 + D + E r‘ + etc. 
ex qua colligitur : 

^ — n -+- 2Ajf + 3Bjrjr-f-4Cjr } + 5 Dor 4 ■+■ 6 Ex s ■+■ etc. ct 
ddy = 2 A-+-6Bjr-|-i2Cjc.v-H2oD.v 3 -+-3oEjr 4 -+- etc. 
Fadla ergo fubftitutione adipifcimur : 

2A + 6BX + 1 2 Cor* -4- 20 D* 3 -)- 3 oEx‘ 4 -+- 4.2Fjt s -+- etc.' 

jA ■+■ 6 B + 12C -+-20D -+- etc.| 

- 4 -WX-+- 2 A -4- 3 B -t- 4. C -4- 5 D -4- etc. 

— nn —r 3 ~ An 1 — B n — C» 4 — D «* -4- etc. 

. V 

liincque deriuantur fequentes determinationes 

A — • B zn B|BB — 11 ■ C A (n n — 4) . £) __ Bfnn — a) . 

a ’ a. 3 * 3. 4 * 4. s ’ 

ita vt fit 

y — I4-BX4- — X* 4- n(n«— 1) _j_ nnmn— ^ .4. a|nn-i) (n»~ 9 ) x i 

' i.i 1. a. 3 1. t. 3. 4 1. a. 3. 4. i 

r | n«inn--4)(n« M »0 ^,6 ^ n;nn — i)(n n . (n n — *s ) ^ 

1. a. 3. 4 » 5 - f> i. a. 3 * 4 ^s- 4 . 7 

Corollarium i. 

180. Vti cft y ~ [x y (1 -4- x x) ] n , fi ftatuamus 
z ~[ — x -}- >/(1 -4- x jr)] n , pro z fimilis feries prodit, in qua 
x tantum ncgatiue capitur, hinc ergo concluditur: 



34» ! 

a 

y—z 



nnjn n — 4 ) 

x. a. 3. 4 



■*2 * 4 + 

X.2 

: n x -f - jf 3 



njn i n n — 4 IU<i-u) 
i- a. 3 . 4 1. 6 
Jt (n n — 1! n n • 



etc. et 



i. a. 3 1. a. 3. 4. j 

n(n» — i) (n « •— 9' !n n — asl 



2) X* 



a. 3- 



6 . 7 



x 7 + etc. 



Corollarium 2. 

xgi. Si ponatur arrr/ — i.fin. <$>, erit )/ (i -4- x x) 
cof. hineque 

y ~ 
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y — (cof.p -+■ Y— i .fin.P)* — xof.» P -+- •/— i .fin.» P, et 
z — (cof.p — Y~ x .fin.P)" = co f.» P — Y — 1 -fin.» P: 

vnde deducimus : 



cof.»P:r i — ~ fio .p* -t- fi n .P 4 - w n " ~ u - etc. 

fin. n <p == n fia. p — n -^T fin - $ 3 •+■ fin - $ 5 



»(n» — iMnn — 9Wnn — »5) etc> 

I. 2. 3. 4. i. t. 7 ^ 



Corollariam 3. 

182 . Hae feries ad multiplicationem angulorum per- 
tinent, atque hoc habent fingulare, quod prior tantum cafi- 
bus, quibus» eft numerus par, pofterior vero, quibus eft nu- 
merus impar, abrumpatur. 



Problema i<5. 

183 . Propofito angulo P, tam eius finum quam co- 
finum per feriem infiuitam exprimere. 

Solutio. 

Sit y — fin.P et z — cof.(P, erit dy — 3 P Y 
et 3z~ — 3p/ (i — z z). Sumantur quadrata 

. dy * — d <P* (i — yy) et 3 z* — d P* (i — z z):, 
differentietur fumto 3<p conflante, fietque 

d dy — — y d (p 1 et 3 3 z ~ — z 3 p% 
ficque y et z ex eadem aequatione difiniri oportet. Sed pro 
y — fin. 0 obferuandum eft, fi P cuanefcat, fieri y—0; pro 
z — cof. P verum, fi P euanefcat, fieri zzzi — »PP? feu 
z — i H- o p. Fingatur ergo 

j = P + Ap 3 + Bp s +Cp 7 + etc. 
z ~ i + a (J) 1 + |3 p’ + y P‘ ~h 5 p* etc. 
fietque fubftiturione fiufta : 

N 3 2.3 
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2 . 3 A (J) 4— 4 ~ 5 B & 7 C 0* H H etc. ? __ 



B 



| =o et 



i. 2 a 4- 3 . 4 (3 4>* -4- $■ 6 y tp 4 -f- etc.) 



-+- i -f- a 
vnde colligimus : 



H 0: 



A — -'; B — ~4J; C ~ ; D z:— c j etc. 



ft. 3 



4- 5 



6. r 



I. 9 



a = — B ~zzf; y — ~?j 5 “ — etc. 
vnde feries iam notiffimae obtinentur : 

' £in. Q — ? — -J 5 ! H- etc. 

cof. 0 = I — $1 -4- - <t *- — 2! -h etc. 

^ 1.2 ’ I. tt. 3 . 4 I. 2 7 

Scholion. 

184. Non opus erat ad differentialia fecundi gradus 
defeendere : fed ex formularum y ~ fin. 0 et z — cof. 0 dif» 
ferentialibus , quae funt dy ~ zd<P et d z — —y d (J), cae- 
dem feries facile reperiuntur. Fitfis enim feriebus vt ante 
.7 ~ (p -+- A (p 3 B <p 5 -t- C (P ? etc. et z~ 1 -t- aCp 1 -*- ( 3 <p*-*- y<P* 
-f- etc. fubftitutione fafta , obtinebitur: 

ex priore 

1 -h 3 A <p* -+- 5 B (p 4 -f- 7 C 4 )* 4 - etc.) __ Q 

— 1 — a — P — y ) 

ex pofteriore 

2 a (p -{- 4 (3 (P 3 4 - 6 y (p 5 -+- etc; ) 

4 -i -f- A -H B J *. 

vnde colliguntur hae' determinationes : 

a — — ii A — J; P — — ^- A i B ~ j ; y — ~~j c = ); etc. 
ideoque 

a ~ — i : P ~ 4- — — ; v “ ; etc. 

A~ 
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A — — h i B — -+- CT77 ; C = — TTTT-rp ctc ‘ 
qui valores curo praecedentibus conueniunt. Hinc intelligitur, 
quomodo faepe duae aequationes fimul facilius per feries euol- 
vuntur, quam fi alteram feorfim tradare velimus. 

Problema i/. 

i85* Per feriem exprimere valorem quantitatis/, qui 
fatisfaciat huic aequationi T . 

^ V { a-i-byy) V(f-t- e xx) 

Solutio. 

Integratio huius aequationis fuppeditat : 

[/(a- 4-*//) [V(f+gxx) + xy g ] + C, 

vnde deducimus : 

V= J / V ( f -+- g x x) x y gyirg 

a Vb \ 



a ' {V(f-hgxx) — x'/g\nnre 

2 / A k ) '> 



conflantes b et k ita capiendo, vt fit hk=zf. Hinc difeimus, 
fi x fumatur euanefccns, fore 

n Vb n y6 

. — 1 (Vf+x a ///■_* 

J -=Vi\ b ) 77i{ — i ) ’ feu 

’=*[( rf’-<nh 

*_/& nVb 

_j_ nx , „ {Y b\*VB~\ 

+ ^y/LU) +a (i n) J’ - 

vel polito y zr A -+- B x, erit B zz — * a> ? ita vt conflans 

B definiatur ex conflante 

A zz 



Digitized by Google 




104 



CAPVT III. 






et viciflim 



// k\mvs z=Ayb-h Y(a~\-b A A), atque 

\Yb) 

a vg ~~ —— A Y b H“ V 0® ~H b A A). 



Nunc ad feriem inucniendam, aequatio propofita, fumtis qua- 
dratis 

mm (f-hgxx) dy'=. nn (a- 1 - byy)dx' , 
denuo differentietur, capto d jc conflante, vt fa&a divifione per 
2 dy prodeat : 

m m 5 dy (/-+- g x x) ■+■ m m g x d x dy — n n b y d x" = o. 
Iam pro y fingatur feries : 

y — A-t-Bx-HCjc*-t-Dx I -HEx 4 -t-F.v s -+- etc. 
qua fubftituta habebitur : 

2 mmf C -+■ 6 m m /Dr+ nm mfEx i -+-2om w/F .r 1 -^ etc. 

-+- 2tnmg C 6 mmg D -+- etc.i 

-*-tnmgb B -+- 2mmgC -+-3«wgD -t- etc. 

— nnb \-r- nnb B— nnb C — n n b ld —etc. 

Cum ergo A et B dentur, reliquae litterae ita determinantur: 



p nnb — m m g p . 


C ~ nni A; 

2 771 77» / 

P 71 It S — 4 771 77» g 


C; 


». j m <nj ’ 


3. 4 m m j 




■p Tini — 7 m m g . 


Q nn& - ismmg 


E; 


' 4.5 17177»/ * 


S. 6 m mf 




U nn h — i\n n ^ (7 . 


| n n b — 36 m m g 


G; 


m mj 


M«in/ 


V - B 9 



ficque feries pro y erit cognita. 

Ex- 
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Exemplum 1. 

1 8<J. FunRionem tranfeendentem c Arc ' Cn ’ * per ferient fe- 
cundum potejlates ipftus x progredientem exprimere. 



Ponatur y — c Ktt fiD- * , erit ly — i c. Axe. fin. x, et 

^ inc dy ( z — x x) — yy d x s (/ c)% et differentian- 
do d dy (1 — x x) — x d x d y — y d x* (I cf — o. Obferue- 
tur iam, pofito x euanefeente, fore v ~ c* — 1 -t-xle; hinc 
fingatur feries ,y:i+x/f + Ax 1 + BA: 1 + Cr , + Dx i + etc. 
qua fubflituta habebitur : 



1. 2 A -+ 2. 3 B x 



>= o. 



-T- ^ ^ f 3 J/ ** ). V JLy ^ 

— 1.2 A -2.3B — 3.4C 

-lc -2A-3B-4C CtC ’ 

- (/ cf - (/. cf — — A (7 cf - B (/ cf - C (/ cf 

Vnde reliqui coefficientes ita definiuntur : 

A — ftcp N B C» -+-(Ic)*] tc . 

1. a * ». 3 * 

c “ A ; D — ’-±±L£il B : 

3-4 4-3 

‘ E = C ; F — D; etc. 

5.6 7 3.7 

Sit breuitatis gratia lc~ y, eritque 

f Are. fin. * T _)_ v r + VV jj.2 + 7(» •+ 7 7 > ^3 7 YI4 + V7 ) jj.4 

• r. » 1. 2. 3 1. 2. 3. 4 

! 7 i -f- y *y) i»-f- 7 7 ) x i 77(4 + 77 ’ ( u -(- 77 ) x * _j_ g£ C 
1. 1. 3.4- s 1. >• 3. 4- 3 . 4 



Exemplum 2 . . 

187. Po/fro x — fin. (f), inuenire feriem fecundam po- 
teflates ipftus x progredientem , quae ftnum anguli n Cf) exprimat. 

Ponatur y “ fin. « (f), ac notetur euanefeente Cj) , fieri 
x - 4) et y — n (f) ~ «x, hoc eft _yczco-f-wx, quod eft feriei 

O quae- 
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quaefitae initium. Nunc autem eft 
5 $ = et » d (J) — 

~ I ( I — JC JC )' ' 

3 y n 3 x 

y ( i — yy) ✓(! — **)’ 



} y 

v» » — j/yi 



Ergo 



et fumtis quadratis 

(i — x x) By* =z n n d x* (i — yy) : hinc 
d dy (i — x x) — x 5 x By -f- n ny B x 1 ~ o. 
Quare fingatur haec feries 

j — « x 4 - A x s 4 - B .v‘ 4 - C jb 4 - D y’ 4 - etc. 



qua fubftituta habebitur : 

2. 3 Ajc 4- 4. 5 B x 3 4 - 6 . 7 C x i -+- 8. 9 D x T 



— 2. 3 A 



4. 5 B 



-*- 7 C ( 

— » — 3 A — 5 B — 7 C etc ’( °' 



-f- n 3 4- nn A 4- »nB 
Vnde hae determinationes colliguntur r 



nn C 



— n (n n — « ) . 






. g — (n n — <>) A . £ — fn tt 

^ ' 1 c a i 



■as)B 



4 - i 






ete- 



- A ~ 
ita vt fit : 

y — flX m«n — t)^y3 t n[nn — i)(«n — 9 ) y5 n (w«^-t)(nn — 1 )|ww — ^ 

* i.a. 3 1.1.3. 4.4 l.t. 3.4. 3 . 4.7 

fiue 

fin .n<P~n fin.<£ — fin.$*-4- lL u *r.W*Jrl' fin.(£> J - etc. 



Scholion. 

r88. Quia haec feries tantum cafibus* quibus » eft: 
numerus impar abrumpitur > pro paribus notandum eft, feriem 
commode exprimi pofle per produ&um ex fin. (fi in aliam fe- 
riem, fecundum cofinus ipfius (fi poteftates progredientem. 
Ad quam inueniendam ponamus cof. fitque fin. 

— 2 fin. 0 ~ z }/(i — u u)-, xnde ob d (f) — — y u _ u u,, » cc * t 
differentiando 

— n B u 
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it i ti caj, n j> 

✓ (i — u u) 



= 8 sv'(i— «») — JLIiS 



L U ) 1 



feu 



— n d u cof. n <P — d z (i — u u) — s n d a, 
quae fumto da conflante denuo differentiata dat: — 

~ Vit — u u) 

~ddz ('i—uu) — 3ududz — zdu'~ — nnzdu', ob — z. 



Quocirca feries quaefita pro z ex hac aequatione 

erui debet : 

d d s (i — u u) — 3 a d a d 2 — z d u 1 n n z d u 1 — o : 
vbi notandum eft, quia uzzzcoCQ euanefccnte a, quo cafu 
fit 0rz:5>o o , fore vel z~ o, fi n numerus par, vel z~ i, 
fi n = 4a+i; vel z~ — i, fi n~ 4 a — x. Qui finguli 
cafus feorfim funt euoluendi : et quo principium cuiusque fe- 
riei pateat, fit $>-90° — w, et euanefeente u, fit a — cof. (p-w; 
fin. (£> rr 1 ; fin. n <p — fin. (90. n — n di) — z. 



Nunc pro cafibus lingulis : 

I. fi 71 — 4.0.; fit z~ — fin. n u — — rtu 



II. fi »~4a+i; fit z — cof. n u ~ 1 

III. fi n — 4. a 2 i fit z ~ fin. n u — n u 

IV. fi n~ 4. a -h 3 ; fit z — — cof. n w~ — 1 

vnde feries iam fatis notae deducuntur. 



O a CAPVT 



\ 
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DE 

INTEGRATIONE FORMVLARVM LOGARITHMICA- 
RVM ET EXPONENTIALIVM. 

Problema 18. 

189. 

Si X dcfignct fundionem algebraicam ipfius x y inucnire inte- 
grate formulae X d x l x. 

Solutio. 

Quaeratur integrate /Xdx , quod fit ~ 7. , et cum 
quantitatis Z l x differentiate fit - 9 Z / x -+- , erit Z l x — 

/3Z/jt+/“- : ideoque 

fdZl^X— /Xdxlx — Z,lx — / . 

Sicque integratio formulae propofitae reduda eft »ad integra- 
tionem huius ' L -~ , quae , fi Z fuerit fundio algebraica ip- 
fius jr, non amplius logarithmum inuoluit , ideoque per prae- 
cedentes regulas rradari poterit. Sin autem /Xdx algebraice 
exhiberi nequeat , hinc nihil fubfidii nafeitur , expedietque in- 
dicatione integralis /Xdxlx acquiefcere , eiusque valorem 
per approximationem inueftigare. 

Nifi forte fit X^J, quo cafu manifefto dat/~ / x ~ 

,’(/*)* 4- C. 

Corollarium i. 

190 . Eodem modo, fi denotante V fundionem quam- 
cunque ipfius ar, propofita fit formula X d x l V, erit exiftente 
/Xdx — Z, eius integrate ~Zl \' — ficque ad for- 
mulam algebraicam reducitur, fi modo Z algebraice detur. 

Co- 
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Corollarium 2. 

191 . Pro cafu fingulari —■ l x notare licet, fi pofito 
lx~u , fuerit U fundio quaecunque algebraica ipfius «, inte- 
grationem huius formulae non fore difficilem , quia ob 
tl — bu abit in Uda, cuius integratio ad praecedentia capita 
refertur. 

Scholion. 

192 . Haec redudio innititur ifti fundamento , quod 
cum fit 3. xy 3 x -f- x 3 j, hinc viciffim fiat xj~/jdx 
-j- / xdjj ita vt hoc modo in genere integratio formulae y 3 x 
ad integrationem formulae x dj reducatur. Quod fi ergo, pro- 
pofita quacunque formula V 3 x , fundio V in duos fadores, 
puta V zr P Q, refolui queat, ita vt intcgrale /P 3.r ~S as- 
fignari queat, ob P 3 x zz 3 S, erit V3x~PQ3.r~Q3S, 
hineque /V d x — Q S — /S 3 Q. Huiusmodi redudio infig- 
nem vfum affert, cum formula /S3Q fimplicior fuerit quam 
proposita 3 .v , caquc infnper limili modo ad fimpliciorem 
reduci queat. Interdum etiam commode euenit , vt hac me- 
thodo tandem ad formulam propofitae fimilem perueniatur, quo 
cafu iutegratio pariter obtinetur. Veluti fi vlteriori redudione 
inueniremus /S 3 Q — T -f- «/ V 3 .r, foret vtique / V 3 .r rz 
QS — T — nfV Bx, htneque /Vdx~^~J. Tum igi- 
tur talis redudio infignem praeftat vfuin , cum vel ad formu- 
lam fimpliciorem , vel ad eandem perducit. Atque ex hoc 
principio praecipuos cafus, quibus formula X3.r/.v vel inte- 
grationem admittit , vel per feriem commode exhiberi poteft , 
euoluamus. 

Exemplum i. 

193 . Formulae differ enti alis ,v n 3 xlx integrale inuenirt , 
denotante n numerum quemcunque. 

O 3 Cum 
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Cum fit fx n 3 x 



x erit 



fx n dxlxz=-!—x n + t lx--f 

J JH-I J 1 



3 . 1 x 



— n + ' lx 

n ~i~ i 

i % .h -+- 1 . 



— — r — / x* 3 x — — 

n J n - 

idcoque 

i x H-i' 



.r" 



lx 



( n -+- i J* 

/at" 3 .v / x — 

^ r 

Sicquc haec formula abfolute eft integrabilis. 

Corollarium i. 

J9+. Cafus fimpliciores, quibus n eft numerus integer 
fiue pofitiuus fiue negatiuus, tenuifie iuuabit: 

fdxlx — xlx — x-, /|| I x ~ — $lx — *; 

fxdxlx-lxxlx — kxx; /~lx~ —lx — ~; 

J J x * a** 4 x x 

/x*dxlx — l x 3 1 x — | l x — — —J x — — 

J 3 1 j 1 X 4 3X S 9 X' 

fx 3 dxlx—l,x*lx — lix*; /tZlx — — -- l x — 

Corollarium 2 . * 

195. Cafum /— /jr— !(/*■)% qui eft omnino An- 
gularis, iam fupra annotauimus, fequitur vero etiam ex reduc- 
tione ad eandem formulam. Namque per fuperiorem redudio- 
nem habemus 

I x —l x . I x — flx.dlx~(! x)* — f^rl x: 

hineque 

2 /^/ x — (/ *)’, confequenter l x — l (/ x) % . 

Exemplum 2 . 

196. Formulae ~L-lx integrale per feriem exprimere. 

Redudione ante adhibita parum lucramur, prodit enim : 

f^lx — l-±~ _L_. 

J — * J * i — * 

Cum 
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Cum autem fit 



I — x -I- i x* -f- J x' -l - 1 x* -+- etc. erit 
/ ^ l J— = x -t- 5 x- -+• 1 Jf* -+- i x 4 -f- « * J -f- etc. 
ideoque 

i * x ~ r r=H 'fx~x--}x*—} ** — n 
quod integrale euanefcit cafu x == o, etfi enim / jc tum in in- 
finitum abit, tamen I ~ x -+• 1 x' -f- « x 1 etc. ita euanefcit, 
vt etiam fi per / ar multiplicetur , in nihilum abeat , eft enim 
in genere x n l x — o pofito x = o, dum n numerus pofitiuus. 

Corollarium i. 



197. Si ponamus 1 — x~u y fit 

I X tt v ' tt l— It' 

ideoque 

/. ^ - x l x C -+- a -f- 4 a' ' -f- J a* — f- n a* -f- 1» a* -4- etc. 
quae, vt etiam cafu x — o feu a — 1, euanefcat, capi debet 
C~ — 1 — 4 — | — is — n — etc. = •— * ir 7r. 



Corollarium 2. 

198. Sumto ergo 1 — x ~u feu x -f- a — 1, aequa- 
les erunt inter fe hae exprefiiones : 

— / x . Iu — x — Jjf" — \x* — k Jf 4 — etc. 

— — l 7c * — }— u -f- 4 a* -f- 5 a 5 -4— etc. 

feu erit 

*7r* — Ix.lu— a*)-f-J (**-}- a s ) 

— t - t V ( -3C 4 * — { -u* )-+* efc. 

Corollarium $. 

199* Haec feries maxime conuergit, ponendo xzzzu 
— »: hoc ergo cafu habebimus 

\v — 
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'Tr—dzY^z i-b— — •+■ — -4- ~ H- etc. 

* n ~ J ~». 4 '4.? 1 *. U ' H.IJ J».J« 

Huius ergo feriei 

X -+- \ X* -+- f X 3 -4- « X* -f- 53 x' -+- ctc. 
fumma habetur non folum cafu x — 1 , quo eft — —y fed 

etiam cafu x — J, quo eft — T i tt 1 — I (/ 2 )*. 

Corollarium 4. 

200 . Si ponamus et u~\, erit huius feriei 

X -f- - 4 - _J_ - 4 - -1L (- -22 -22— - 4 - etc. 

' 3 ». 4 ~ Jl. f ' 3M4 3’-*S 3*. 34 

I | . 2 ^ , , 

cuius terminus generalis , fumma = § tt* — /3 . / £: 

3“ » « 

neque vero hinc feriei .r , .v a -h- y jt 3 1 1 ? ar 4 -f- etc. binos cafus 
x — 3 et x~j feorfim fummare licet. 

Exemplum 3. 

201 . F ormulae —122— l x integra! e inuenire , idemque in 

\ * " J 

ferietn conuertere. '■ 

Cum fit /,4^ = 4- , erit 

= « ob 
! = >H !_ , fit/—ii_=/ir-t-/ r ^> 

vnde colligimus integrale 
/ — L5 l x — — - 

ita fumtum, vt euanefcat pofito .v ~ o. 

Iam pro ferie commodiflime inuenienda, ftatuatur i — x 
~u y et noftra formula fit 

— ^-21l(i—u')-tll -i_=iJi(a-f-iK*4-jK J 4-Ja 4 4-|» s 4-etc.) 

t 4 U V ' 11 U I— U U U v 

Quocica integrando nancifcimur: • 

C-Jjl— 1 x — C -h / « -b — -f- — -4- — -H -*r “h etc - 

/ (x *)> ^ ~ ' 1.2 t. i 3-4 4 * 

quae 



lx — 1 -2— — 22122 - — l — 2 — , 

* * I — * I—* I—* 
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quae expreflio vt etiam euanefcat, fafto x — o feu u r= i , 
oportet fit: 

^ u m h c ^ c ' *' 

Quare ob x — i — a, obtinebimus: 

JL — -+■ — h- — -+- etc. zz t — 

X. t l. 3 3. 4 4 . S H 

I -t- U B U|X 

U * 

Corollarium i. 

ao2. Simili modo fi dy =r / _JL. } erit 

y — j_ / £ _L_ r «a » 

yu x — u * J (i — «)V »’ 

at pofito a — x x 9 fit 

/. a/L±i?. Ergo 

«'(i — u)yu x — x* i — x ° 

J = 2 / 

^ i — yn yu i — u 

At quia per feriem 

dj =57; (KH-Ja«- 4 -Jtt 3 -+-^- 4 -etc.) 
erit etiam 

Corollarium 2. 

203. Si ergo multiplicemus per adipifcimur: 

a-*- — — -nete. 1= / 1 —a), 

».3 3- i 4-r i.» ’ i — y% v '' 

quae fumma eft etiam 

= ( 1 -h>/ a)/( 1 -+- )/«)h-( i — / «)f( 1 — ]/«)• 

Quare fumto azzi, ob (1 — >/b)/(i — / a)zzo, erit 
I — etc. ~ 2 / 2. 

*. 3 3-i 4-X 3-9 <.11 

Problema 19. 

204. Si P denotet fun&ionem ipfius x 9 inuenire in- 
tegrale huius formulae dj — dP (lx) n . 

P So- 
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Solutio. 

Per redu&ionem fupra monilratam fit 

y — P (/ x) n -f P d. (/ x) n = P (lx) n -^n 
Hinc fi fit f v ~~ — Q, erit fimili modo 

/ !|£ (/ *)« - ' 1 = Q (/ .v) n ~ ‘ — (» — i ) / ai* (/ x ) n — . 

Quo modo fi vlterius progredimur, haecque integralia capere 
liceat 

/*!?=Q i /^-* = Rj/?4-* = Sj/ s 4f = T; etc. 
obtinebimus integralc quacfitum : 

/ c) P (/ x)" — P (lx) n — n Q (/ jr) n “' -+-»(» -i) R(/a) b -‘ 
— n (n — i) (w — 2 ) S (/ jr)* — s H- etc. 
ac fi exponens « fuerit numerus integer pofitiuus, integrale 
forma finita exprimetur. 

Exemplum 1. 

205 . Formulae x m d x (J x)* integrale ajji gnare. 



Hic eft n — 2 , et P — 



.m •+- 1 



et R ==. 



m H- 1 

- X 

— - : vnde colligimus 
A* — v- 1 * -+- 1 /t t *)* 



i hinc Q := 



O -+- 1) 



»> 



o 

9 .r (7 *)• r/ + ' (U*£. — 

^ x J 'm -hi !m 



1 1 x 



_ -i- 1 • » X 

J J 1 1 ( 



quod integralc cuanefcir pofito x ~ o, dum fit m •+- 1 £> o. 



Corollarium 1. 

ao5. Hinc pofito .r — 1, fit fx n d x (I .v)* ~ -—-I— j. 
Ex praecedentibus autem patet, fi formula / x m d x l x ita in- 
tegretur, vt euanefeat polito ar = o, tum fado x = 1 , fieri 
f x m d x 1 x — — ~ y . 

Corol- 
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Corollarium 2, 

£07. At fi fit m — — 1, vt habeatur ~ (l ■ « 0 % erit 
eius integrale / —■ (/ *•)* ~ \ (l x)\ qui folus cafus ex formula 
generali eft excipiendus. 

Exemplum 2. 

208. Formulae x m — 1 d x ( / .v) 3 integrale ajft gnare. 

Hic eft » = 3 et P = ~, hinc Q=— ; R — — et 

m ni 1 m 3 

yl * 

S — — : vnde integrale quaefitum fit 
»/ + 

/x m - l dx(l x ) 3 — x m — lilpt -f- hJJJL _ L±l) , 

J ^ v m. m a m 5 rt* ' 7 

quod integrale euanefcit , pofito x — o, dum fit m^> o. 

Corollarium i. 

209. Quod fi integrali ita fumto, vt euanefcat pofito 
x ~ o, tum ponatur x — 1 , erit : 

fx m ~' dx — fx m " 1 dx /x ~ — Ojj fx m ~ T D.v (/ x ) 1 - ■+■ et 

/y- 3 *(/*)> = — 

Corollarium 2. 

210. Cafu autem m~ o, erit integrale 
/£(/*)■ = !(/*)*, 

quod ita determinari nequit, vt euanefcat pofito v=ro; opor- 
tet enim conftantem infinitam adiici. Hoc autem integrale 
euanefcit pofito x = i. 

P 2 Ex- 
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Exemplum 3. 

2 x 1 . Formulae x m ~' d x (1 x) n integrale ajjignare. 

Cum hic fit P = -j erit Q— -—} R — — j S ~ — ; 

m m nr m * 

etc. Hinc integrale quaefitum prodit 

/^-9,0 *)' = x- m - sJs=mj£i: 

\ m m ' m 1 

_ — 2)(lx)'~‘ etc \ 

m * ) 

Cafu autem m — o, eft f 3 -—(J x) n — ^7 ( J x) n ‘ 4 * 1 . 

Corollarium 1. 

212. Si m o integrale afiignatum euanefcit, polito 
x ~ o : deinceps ergo fi fumatur x — 1 , erit integrale 

/**— s x<fx?= ± r - 2 - 3 - ‘ , 

vbi lignum -f- valet , fi « fit numerus par, inferius vero — 
fi n impar. 

Corollarium 2. 

213. Haec ergo ambiguitas tollitur, fi loco Ix fcri- 
batur — tum enim integratione eodem modo inftituta, po- 
fitoque x~ 1, fiet 

/y— a * (/■)■ = + 1- *• 3 ’ ; / 

Scholion. 

214. Si exponens n fit numerus fra&us, integrale in- 
ventum per fcriem infinitam exprimitur, veluti fi fit n~ — 
repcritur 

fx m 
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f x n ~' dx __ ^ ( i * , *-3 

J Y 1 x \ m V lx 2 tti* (l xf + w 3 (/ x) S 



1. 3- 5 



-h etc. V 



8 m* (/ x)* ' 

quae etiam quatenus initio x ab o[ad 1 crefccre fumitur, hoc 
modo repraefentari poteft : 

rx m ~ l d x .v m /1 1 '1. 3 

J Y l x y / * \«r a m' l x 4 m 1 (J x)* 

~ 8 nt*'(I x)* ) 

Si exponens n fit negatiuus, etfi integer, tamen integrale in- 
ventum in infinitum progreditur: verum hoc cafu alia ratione 
integrationem inftituere licet, qua tandem reducitur ad huius- 
modi formulam /1^-, cuius integratio nullo modo fimplicior 
reddi poteft. Hanc ergo redu&ionem fequenti problemate do- 
ceamus. 

Problema 20. 

215. Integrationem huius 'formulae 9 ^==?^- con- 
tinuo ad formulas fimpliciores reducere. 

Solutio. 



^ Y 

Formula propofita ita repraefeutetur dj ~Xx . — — , 



r o x I 

et cum fit / — , erit 

J x {J x) n (« — i )(Jx) n ~' 

y — h - 1 — f a (X x). 

(n — i)(Ix) n - l n—i J (I x ) n 1 



Quare 
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Quare fi ponamus continuo 

3. (Xar) ~ P3 .y; 3. (P.v) ~ Q3ar; 3. (Q.v) zr R3.v ctc. 

erit hanc redtuftionem continuando : 

- X v P .v 

y — 



c» 



x) (/ xj n ~ l (« — i ; c« — a) (/ x f 

Q.r 



(« — 1 j (» — 2 ) {n 



i) (/ X/ 



— etc. 



donec tandem perueniatur ad hanc integralem 

i i r \ i x 

1 ( i* — i ) (n — 2) . . . i J Ix 5 

ita vt quoties n fuerit numerus integer pofitiuus, integratio 
tandem ad huiusmodi formulam perducatur. 

Exemplum i. 

a 1 6 . Formulae differentiatis 3 y — 
inuejligare. 

Hic eft n — a et X—x n ~ *, vnde fit P — m x™~ x , 
hineque integrale 

x m 1 3 .v x n . m Cx n ~' 3 x 

y 



x"’ — 1 3 x 



(/ .V/ 



integrale 



r x ffl 1 3 x x , m r x m ~ 

J (/ x ) 1 /.v ' i / / 



At formulae 



1—1 3 x 



integrale exhiberi nequit, nifi cafu 



ni — o, quo fit / — 1 1 x. Verum fi m ~ o , formulae 
propofitac integratio ne hinc quidem pendet : fit enim abfo- 



iute y — f-2 ± ' — — * -f- C. 

J J X ll X I* l X 

Exemplum 2. 

217. Formulae differentiatis 3 y — 



.v™" 1 dx 

~l* *) n 



integrale 



inuejligare cafibtis , quibus n ejl numerus integer pofitiuus. 



Cum 
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Cum fit X ~ x n ~\ erit P rr —^ 5 -' — m x m ~\ tum 
▼ero Q rz 9 J' x x — m' x m ~~ l \ R - m % ,v m ~ 1 ; S - m' x m ~ l , etc. 
Quare integralc hinc ita formabitur, vt fit 

m ~ 1 d x — x m m x m 



rx m ~' ( 

y (l X? 



(n — I) (Jx) n 1 (n — x) («— 2)(lx ) n ~ * 

ctc. 



m* x m 



0 — i) (» — 2) (« - 3) (/ jr) n “* 



. H- 



... n 

m 



rx m ~ 

i J T 



a.v 



(»— i)(« — a)- • • 

Corollarium. 

2 18- Pro « ergo fuccefliue numeros i, 2, 3, 4, etc. 



fubftituendo , habebimus iftas reductiones : 
r x m ~' ? x — x m m r x n ~ l r) x 

J (l x / / 1 J l x 



x m 1 a r — - x n 



m x 

2. 1 l x 



m 

2 



n' r x m ~ 

77 J ~7 



~'dx 



J (l X / 2(/.f/ 

[x m ~'dx — x m tn x m _ ni 1 x m m 3 /'x M '~ t 

J (/ J c/ 3 {lx/ 3.2 (Ix)* 3.2. lix 3.2.1 J J X 

Scholion. 

219. Hae ergo integrationes pendent a formula 

/ J^^ 1 * f) K 

■ , quae pofito x m — 2, ob ar m—I d x — ^ d z et 

/ x 

— reducitur ad hanc fimpliciflimam formam /^, cu- 
ius integralc fi affignari poffet, amplifiimum vfum in Analyfi 
edet allaturum, verum nullis adhuc artificiis, neque per loga- 
rithmos, neque angulos, exhiberi potuit: quomodo autem per 
feriem exprimi poffit, infra oftendemus (§. 227»)* Videtur 

ergo 
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ergo haec formula f— lingularem fpecietn fundionum tran- 



fceudcntium fuppeditare, quae vtique accuratiorem euolutio- 
nem meretur. Eadem autem quantitas tranfcendens in integra- 
tionibus formularum exponenrialium frequenter occurrit, quas 
in hoc capite tradare inftituimus, proptcrea quod cum loga- 
rithmicis tam arde cohaerent, vt alterum genus facile in al- 
terum conuerti polfit: veluti ipfa formula modo confiderata 
polito / z — x , vt fit z — e*, et d z — e x d x, transfor- 
matur in hanc exponcntialem cuius ergo integratio ae- 

que eft abfcondita. Formulas igitur tradabiles euoluamus et 
eiusmodi quidem, quae non obuia fubftitutione ad formam 
algebraicam reduci poliunt. Veluti fi V fuerit fundio quae- 
cunque ipfius c, fitque formula Vdjr, ob r — lv 

et dx— abit in XLl quae ratione variabilis v eft alee- 

Vili' *V l 0 O 






quippe quae 



braica. Huiusmodi ergo formulas 

r \ - -i- «* j 

polito a* — v, nihil habent difficultatis, hinc excludimus. 



Problema 21. 



a 2 o. Formulae differentialis a*Xd jr, denotante X 
fundionem quamcunque ipfius x, integrale inueftigarc. 

Solutio 1. 

Cum fit d. a* — a* ^ x 1 a , viciffim / d* d x n: JL a x : 

quare fi formula propolita in hos fadores refoluatur, X.a x dx , 
habebitur per redudionetn : 

/fl* X 5 x = ’ a* X — jL/a- 9 X. 

J 1 1 1 Ia-' 

Quodfi vlterius ponamus dX = Pdjr, vt fit 

/^pdx = ^^r-±/a‘dr, 



pro- 
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fax 



prodibit haec rediufiio 

f a 



Xdx — JL a* 

l a 



X — 






Si porro ponamus 3 P — 
fcfXdx =±a*X- 



QD 

r 

(To? 



ar, habebitur haec redu&io 
a* P -+- — a* Q — — /a x 3 O; 

(fa|’ ^ 



ficque vlterius ponendo 3Qz:Ra.r, 3R — S3 jc, etc. pro- 
gredi licet, donec ad formulam vel integrabilcm , vel in fuo 
genere fimpliciflimam perueniatur. 



Solutio 2 . 



Alio modo refolutio formulae in fa&ores inftitui po- 
teft; ponatur fXdx — P feu X3x — 3P, et formula ita 
relata a x . 3 P, habebitur 

/ a x X 3 x — a x P — l a J a* P 3 *■ : 
fimili modo fi ponamus /'P3jri=Q, obtinebimus 

fa x X 3 jr — a x P — / a. a x Q-f- (/ dffcf Q3*. 
Ponamus porro /Q3jrrz R, et confequimur 
/a 1 X 3 .v — a x P — / a. a x Q -+- (/ a )*. a x R — (/c) 3 / o* R 3 jt, 

hocque modo quousque lubuerit progredi licet, donec ad for- 
mulam vel integrabilem vel in fuo genere fimplicifiimam per- 
veniamus. 

Corollarium i. 



22 i. Priori folutione femper vti licet, quia funtftio- 
nes P, Q, R, etc. per differentiationem fun&ionis X eliciun- 
tur, dum elt 



s p . 

d x* 



R — 1^; etc. 



Quare fi X fuerit functio rationalis integra, tandem ad for- 
mulam peruenietur / a x 3 x — a x ; ideoque his cafibus in- 

tegrale abfolure exhiberi poteft. ‘ 

Q r Corol- 
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Corollarium 2, 

2 2 a. Altera folutio locum non inuenit, nifi formu- 
lae X d x integrale P aflignari queat; neque etiam eam- con- 
tinuare licet, nifi quatenus fequentes integrationes /Pdx-Q, 
f Q d x ~ R , etc. fuccedunt. 

Exemplum i. 

223. Formulae a x x n d x integrale definire , denotante n 
numerum integrum pofitiuum. 



Cum fit X — jr n , folutione prima vtentes habebimus 
fa* x n d x = -L . x* — ±fa* x'~' d x; 

hinc ponendo pro n fuccefiiue numeros o, 1, 2, 3, etc. quia 
primo cafu integratio confiat, fequcntia integralia eruemus: 
f a x d x — - . a x 

J l a 

f a x x d x — ±- . a x x — _1_ a x 
/SSdx ={-'.*■ + 

fa x x 3 d x — * . a x x 3 — » a x x * 

Ia (i a) J 

etc. . 

vnde in genere pro quouis exponente n concludimus 

/a x x'Z* = ** (^_nx^!_^ n (n-i)x’ 1 -' 

V a (/ a) % (/ a/ 

n (n — 1) (n — 2) x n ~ 3 



±± a x x — a x 

(/«)» tt«)« 



(/ a)* 



etc. ^ . 



ad quam exprefiionem infuper conftantem arbitrariam adiici 
oportet, vt integrale completum obtineatur. 



Corollarium. 

224. Si integrale ita determinari debeat, 
pofito r = o, erit ' 



vt euanefcat 

f* 
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fa*dx 
/ a x x d x 
fa* x*dx 
f a* x 3 d x 



~ . a* — -L 

l a l a 



a *(i 



(ia)»-' 



1 

1 1 a)’ 



a x C— — _£*_ 
v [/a| (I a)* 

3 r* 

“ d«)* 

etc. 



1 __ t. r 

(la)*' (io)* 



a* (— 



1 3 . 1 X __ 3 - «. r \ 1 3. «, t 

(Ia)* (i oiv' “f - ( i o>* 



Exemplum 2. 



»15. Formulae ime gr ale inuejligare , fi quidem n 

x * 

denotet numerum integrum pofitiuum. 

Hic commode altera folutione vtemur, vbi cum fit 



X ~ erit P =: 
x 71 

'a x d x 



(n — 1) x' 



—— i ; hincque refultat ifta rcdudio 



r a x 9 x — a x 1 a f a x d x 

J x n ( n — i)x n ~ l n—xJ jr n— 1 v 
Perfpicuum igitur eft, pofito n~ i hinc nihil concludi pofle; 
qui eft ipfe cafus fupra memoratus fingularem fpeci- 

em tranfcendentium fundionum eompledens, qua admiffa in- 
tegralia fequendum cafuum exhibere poterimus : 



a x 9 


X 


— c 


1 

& 

H 

F 

•s^ 

R 

H 


9 x 


x* 






I X 


1 J x 


a x 9 


X 


— c 


a x 


* 1 

-1 

% 

1 


.V 3 






ir' 


ur' 


2. 1 J 


a x 9 


X 


— c 


a x 


a x 1 a 


a x (1 a)* 


x 4 






3 x* 


3. 2 x 2 


3. 2. 1 x 



a x 9 x 



(i«y r 

. 2. 1 j 



vnde in genere colligimus 



Q * 



a * dx 
x 

fa* 
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a* 

(« — ‘O 

a* (l a y 



a x 1 a 



(n — i) (n — 2) x 
«* (/ «) 



,w — * 
n —a 



(»— i) («— 2) (»— 3)jf n 3 (n-i)(n~-2) I.x 

ra*dx 



-r 



(n — x) (» — 2) i j x 

Corollarium i. 



a x d x 



22 6. Admifia ergo quantitate tranfcendente J 

hanc formulam a x x m d x integrare poterimus, fiue exponens 
m fuerit numerus integer pofitiuus, fiue negatiuus. Illis qui- 
dem cafibus integratio ab ifta noua quantitate tranfcendente 
non pendet. 

Corollarium 2. 

227. At fi m fuerit frattus numerus, neutra folutio 
negotium conficit, fed vtraque feriem infinitam pro integrali 
exhibet. Veluti fi fit m ~ — |, habebimus ex priore 

f£lS =a *(.L + ^ I- '-3 

J y x V a 2 x (/ a) % 4 x* (/ a/ 

):✓*+ C, 



1 . 3- 5 



etc. 



ex pofteriore autem ; 



j y x y x \ 1 



8 x 3 (/ af 

x / 2 x 8 x 3 (7<j)* 



1 . 3 
1 6 x*(l a)* 
x. 3* 5* 7 



i- 3- 5 
etc. 



■> 



Scho- 
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Scholion i. 

Hinc quantitas tranfcendcns 



r- 



dx 



12 $ 



per fe- 



riem exprimi ppteft fecundum poteftates ipfius x progredien- 
tem. Cum enim fit 



I 



— i-f -xla -h eiLiE h- e tc. 

I.* X. *. 3 

a HJL = c + ix+ x J^ 



erit 



x 1 (1 a )* ar 3 (7 a )* 



(7 «)♦ 



I. 2. 2 



etc. 



I. 2. 3. 3 



i • 2« 3 • 4** 4* 

Ac fi pro a fumamus numerum, cuius logarithmus hyperboli- 
cus eft vnitas, quem numerum littera e indicemus, habebimus 



/ 



Jf „ J XXX 

I 2 I. 2 



etc. 



X I 2 I. 2 3 I. 2.3 4 I. 2.3.4 

Atque hinc etiam ponendo e x — z, vt fit x — lz, formulam 
fupra memoratam ^ per feriem integrare poterimus, eritque . 



/i-? — C + Uz + H 

J l-z t 



» (IzP 
1 * ITT 



( »z)» 
1. ». 3 



(Is!* _ 
' 1. s. 3- 4 



etc. 



quod integrale fi debeat euanefeere, fumto 2 — 0, conflans 
C fit infinita, vnde pro reliquis cafibus nihil concludi poteft. 
Idem incommodum locum habet, fi euanefeens reddamus cafu 
z ~ 1 , quia llz — lo fit infinitum. Caeterum patet, fi in- 
tegralc fit reale, pro valoribus ipfius z vnitate minoribus, vbi 
Iz eft negatiuus, tum pro valoribus vnitate maioribus fieri 
imaginarium, et viciftim. Hinc ergo natura huius fumftionis 
tranfeeudentis parum cognofcitur. 

Scholion 2. 

229. Quando vel integratio non fuccedit, rcl feries 
ante inuentac minus idoneae videntur, hinc quantitatem a* in 

Q 3 feiiem 
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feriem refoluendo, ftatim fine aliis fubfidiis formulae a* X d x 
integrale per feriem exhiberi poteft, erit enim 

fa*Xdx=fXZx-hlffXxdx-h ( J^fXx*dx 

- 4 - ‘ifiyx x J a a: - 4 - etc. 

Ita fi fit X ~ x n , habebitur 



fa* x n d x = C -f- 



-t- 1 



-B -4- * 



4 - 



l a 



i»*! -4- 3 



(Ia)' 



n- f- i i(n-+-2) x.2(«-t-3) 

- **•<>•? -f- etc. 



I. 2. 3 (n^*) 

vbi notantum , fi n fuerit numerus integer negatiuus , puta 



n — — , loco 






n -f- i 



fcribi debere I x. 



Exemplum 5. 



230. Formulae a ~ ~ integrale per feriem infinitam ex- 
x —x 

primere. 

Per priorem folutionem obtinemus, ob 

Pr^r— 1 ...... Q-jg r »•« ■ R-^-LJLL etc. 

t—X* i* Jl— JC)*’ ^ iX (i *)*’ 4X (!—*)■♦ W 

liincque fequentem feriem: 

f a A 5 - a x ( 1 i L? r - « ? .+. ctc v 

J J x K [i—xHla) (i— *, 2 {ia)> (, — 

Aliae feries rcperiuntur, fi vel a*, vel fraftio ~~ x in feriem 
euoluatur. Commodiffima autem videtur, quae feriem fingen- 
do eruitur : breuitatis gratia pro a fumamus numerum e , vt 

/ e — 1 , ac ftatuatur dy ~ — — — feu 

1 — x 

■A (1 — jt) — 1 — x — *L — _*L 

^ y l. t I. 2. 5 



1 . a. 3 . 4 



etc. — o. 

Iam 
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Iam pro y fingatur haec feries 

y—f^JL ~A-f-B*-+-Cx , -+-D* 1 -+-Ex<-HFjir J -4- etc. 

J i—x 

eritque fa&a fubditutione 

B-f-2 Cx-h 3 D 4 r a -f- 4 Ejr , *+-5 Fx 4 +etc. 

— B — 2 C — 3D — 4E 

> T T . I , I I 

I I , j ^ 

vndc eliciuntur illae determinationes: 

B — 1 E~l(i-+-r-t-{-+-?) 

C «C* - * -1 ) ' F iC 1 1 

D — j (1 + 1 + 5 ) etc. 

Problema 22. 

231 . Formulae differenti alis dj — jc " 
vefiigare , ac per feriem infinitam exprimere. 

Solutio. 

Commodius hoc praedari nequit, quam vt formula ex- 
ponentialis x n * in feriem infinitam conuertatur, quae ed 



d x integrale in * 



X nx — J -±-„ x l x +n'x* a x* n . x * ( i x) * 

- * « 1.2.3 • * • 1 wlv * 



i. 2.3*4 



qua per dx multiplicata, et lingulis terminis integratis, erit: 
fdx=zxi 

fxdxlx = x'(^ — {- t )i 

fx' d x (/ *)* = * 3 ( ^ -+- £); 

/ x 3 d X (/ x) 3 — x 4 — ^1*1* -f- i tI i x 



f X 4 d x (Ix Y - — *•* — « U ») 1 _u 4 . 3 ( 1 *)* _ 4 - 3 .*:* 

J J '"i 5* JT~ Ji 

etc. 



4.3. *.l\ 

s*“ '* 



Quare li hae feries fubdituantur , et fecundum potefiates ip- 
fius / x difponantur , integrale quaefitum exprimetur per has 
innumerabiles feries infinitas: 
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y 



-i- 



H- 



= -h x ( r - 


_ ** t »*»* ‘ **** 

J> 'i* 4 * 


n x 1 1 x / ■ __ 


n x 1 n 1 ** 


«*** 


t 'a* ~ 


' 3 * 4 * 


i* . 


n *x»(/*' J f 1 


n x 1 n’ x* 


n* x* 


t.m ' 3 * 


4 »- ~T~ 


6* 


f 1 


11 1 n’ x’ 


n'x* 


i. *• 3 '4' 


J* 6> 


; 4 




etc. 





fc '> 



n‘ x* 
t* 



n *f 4 - etc.) 
r* ' 

n»x« 



etc.) 



quod integrale ita eft fumtum, vt enancfcat, pofito .t — o. 

Corollarium. 



232. Hac ergo lege inftituta integratione, fi ponatur 
.v — 1, valor integralis /x nx dx huic feriei aequatur 
1 — \ L’ — *! -b - — ^ H- etc. 
quae ob concinnitatem terminorum omnino eft notatu digna. 

Scholion. 



233. Eodem modo reperitur integrale huius formulae: 
y— f x nx x m d x —f x m d x ( 1 -f - n x I x -+■ -- x ’ ' ■ * h- -h etc.) 

erit enim fingulis terminis integrandis: 



r m~bi 



fx m d x : 

m~ t- 1 

fx m + t dx(lx) 



v m 4- * / / * 


’ 'l; 




' 771 -+- 1 






1 — + s z ( : * )* 


2 ./X 


*. r 


' m t-3 


(m-t -3 l J 


(m 4-3,» 


— „m+4 /(ix)J _ 


st/* 1 1 


J.alx 


' 4 


(m-*-,) 1 (wn-4)» 



1. *. r 
( m -eq)* 



)i 



etc. 



Quod fi ergo integrale ita determinetur , vt euanefeat pofito 
.r zzz o, tum vero ftatuatur jr — 1, pro hoc cafu valor formu- 
lae integralis f x nx x m d x exprimetur hac ferie fatis memo- 
rabili : 

_l !_ -f- "" — "V- -t- etc. 

m-t-i im-Hs ) 1 (m-t-sH tm-t-j;* 

quae 
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quae vti manifeftum eft , locum habere nequit , quoties m eft 
numerus integer negatiuus. 



Alia exempla formularum exponentialium non adiungo, 
quia plerumque integralia nimis inconcinne exprimuntur , me- 
thodus autem eas trabandi hic fufficienter eft expofita. Inte- 
rim tamen Angularem attentionem merentur formulae integra- 
tionem abfolute admittentes , quae in hac forma continentur 
e*(5P-+-P9x) cuius integrale manifefto eft r* P. Huius- 
modi autem cafibus difficile eft regulas tradere integrale inue- 
niendi , et conieburae plerumque plurimum eft tribuendum. 

e 1 x 3 x 

Veluti fi proponeretur haec formula , facile eft fufpl- 

(i-+-jr/ * 



e* z 

1 - 4 - X 



cari integrale, fi datur, talem formam eflfe habiturum 

Huius ergo differentiale — ^ z ^ 1 ^ ~ ^ cum illo 

( 1 “+“•*)* 

comparatum dat 3z(i-+-r)-f-.rzdjr:==xdjir, vbi ftatim 
patet efife z — i, quod nifi per fe pateret, ex regulis difficul- 
ter cognofceretur. Quare tranfeo ad alterum genus formula- 
rum tranfeendentium iam in Analyfin receptarum , quae vel 
angulos vel finus, tangentesue angulorum complebuntur. 



R 



CA- 
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DE 

INTEGRATIONE FORMVLARVM ANGVLOS SINVSVE 
ANGVLORVM IMPL1CANT1VM. 

Problema 23. 

a 34* 

P ropofita formula differentiali X d x Ang. fin. x , eius inte- 
grale inueftigare. 

Solutio. 

Cum fit d . Ang. fin. x — y (1 tT x x ) > formula propofita , 
ita in faftores difcerpatur, Ang. fin. x x X d x. Si iam Xdx 
integrationem patiatur, firque /Xdx~P, erit noftrum inte- 
grale /Xdx Ang. fin. r — P Ang. fin. x — ; itaque 

opus redu&um eft ad integrationem formulae algebraicae , pro 
qua fupra praecepta funt tradita. 

Caeterum fi fuerit X ~ — — ■ — , manifeftum eft inte- 
grale fore / , Ang. fin. x — i ( Ang. fin. x/j quo folo 

cafu quadratum anguli in integrale ingreditur. 

Exemplum 1. 

Hanc for mulam dy - x" d x Ang. fin. x integrare . 

Cum fit P —fx n d x ~ — habebimus 

n — {— 1 

d x 

/ (1 - x x; ' 

Hinc 



~ Ang. fin. x — / 

» + i D 



y =: 
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Hinc pro variis valoribus ipfius n erunt integralia ope i2c 
eruta, vt fequentur: 

fd x Ang. fin. x r x Ang. fin. x -*~Y (i — x x) — i ; 

fxdx Ang. fin. x r { x x Ang. fin. x -t- £ x Y (i — x x) 

— $ Ang. fin. x ; 

f x* d x Ang. fin. x r 3 x 3 Ang. fin. x -+- 

s Cs ** -+- ! ) / C 1 ~ * — 3 • i i 

f x 3 d x Ang. fin. x r 4 x 4 Ang. fin. x -+- • 

i (■* *■ -+■ ~ x) Y (1 — x jr) — l . Ang. fin. .v; 
quae ita funt fumta, vt euanefcant pofito x ~ o. 



- Exemplum 2. 

236. iftfw formulam dy ~ 



x S x 



grare. 



yu — xx) 



- Ang. fin. x inle- 



Cum fit = — Y C 1 — at x) — P, erit iotegra- 

le quaefitum y — C — / ( i — x x) Ang. fin. x -f-/ , 
ficque habebitur: 

^ = f v ' n-xx) An S‘ fio ' v = C — Y (1 — x x) Ang. fin. 



; Exemplum 3. 



x -+■ X. 

n 

•.1 



d v 

137. Hanc formulam dy — — 



tegrare. 



- Ang. fin. .v in- 
(1 —xxf \ 



Hic eft P 



— f — zz ■ ■ x — , yn4er fit 

j / l Y ( I — AT .v) ’* 



(1 — .V xj 



- ::o j 

\ r — r* 



y f 1 iT.^r An s- fi “- * —tr±-h\. fcu 

R 2 y = 
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/* ^ f 

y— Ang. fio. x — -j- Ang.fin. jr-+-/j/(i-jrjr), 

J , .* y (i — ‘XX) 

(i— jr.v) r v 7 

quod integrale euanefcit pofito x = o. 

Scholion. 

238 . Simili modo integratur formula dy~Xdx Ang.cof. jr. 
Cum enim fit 9 . Ang. cof. x — ^^Nhrj’ fi ponamus /X 9 xrP, 
erit y — P Ang. cof. x -+-/ . Quin etiam fi propona- 
tur formula dy ~ X 9 x Ang. tang. x , quia eft 9 . Ang. tang. x 
~~~ 1 a *x ~ x ’ P°^ to /X9ar~P, erit hoc integrale: 

y —fX 9 x Ang. tang. x =. P Ang. tang. x — 

Quoties ergo /X 9 x algebraice dari poteft , toties integratio 
reducitur ad formulam algebraicam , ficque negotium con- 
fectum eft habendum. Cum igitur in his formulis angulus , 
cuius finus, cofinus, vel tangens erat,~ar, ineffet, confidere- 
mus etiam eiusmodi formulas , in quas quadratum huius an- 
guli, altiorue poteftas ingreditur. 

Problema 24. 

239 . Denotet (p angulum , cuius finus tangensue eft 
fundio quaedam ipfius x , vnde fiat d0 — udx, propofitaque 
fit haec formula dy X 9 x. 0 n quam integrare oporteat. 

Solutio. 

Sit /X9ar~P, vt habeamus 9j'~0*9P, eritque 
integrando y — 0 n P — n 1 P u 9 x. Iam fimili modo fit 
/Pudx — Q) erit 

/0?—' P»3rc: (p * -1 Q — (/1 — i')/0 n ~‘* Q«9jt, 
tum pofito /Q u 9 x =, R, erit 

/$*— Qudx — 0 n ~' R — (» — • 2 ) /-0 n ~’ R u d x. 

Hoc- 
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Hocque modo poteftas anguli <J 5 continuo deprimitur, donec 
tandem ad formulam ab angulo liberam perueniatur: id 
quod femper eueniet , dummodo n fit numerus integer pofiti- 
vus , et haec integralia continuo fumere liceat /XdxzzrP, 
/PaSjrnQ, f Qu d x — R, etc. quae integrationes, fi non 
fuccedant, fruftra integratio fufeipitur. 



Exemplum* 

240. Sit <J) angulus cuius Jinus ~x y vt Jit , 

integrare formulam d y — (p 1 d x. 

I* 

Erit ergo X tz, 1 , 
r=zx, — — 

R =/^nr, = ■ - *. S =/iV^,l= / -**)> *=*. «'• 

» * 4 

quibus valoribus inuentis reperietur: 

y — /(p 1 d x — 0* x -h n <£> n— * ■/ (1 — x x) — » (n — 1) (|) n Jf 
— n (n — 1) (n — 2) <J) n ~ s / (1 — x x) -h etc. 

Pro variis ergo valoribus exponentis n habebimus: 
f ($d x — <J) x -f- / (1 — x x} — x r 
f <£* d x —(p 1 x -f- a $ Y (* — ■*■■*■) — a. 1 xf 
J(p 3 dx=0 3 x-r-3<P i }/(z—xx)~-3.2<Px—3^a, x jJ (1 -xx)-+-6; 



etc. 

integralibus ita determinatis, vt euanefeant polito x = o. 



Scholion. 

241. Si fit X d x — u dx ~ formulae (p*d<P in- 
tegrale cft __L_ (p n ~ ht ; fimilique modo, ii fuerit <D fundio quae- 
cunque anguli (J>, formulae (|)« 5 x:=:(f) 5 <J) integratio nihil 
habet difficultatis. Multo latius patent formulae finus, cofinus- 
ve angulorum et tangentes implicantes, quarum integratio per 

R 3 inuer- 
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inucrfam Analyfin ampliffimum habet ‘vfum; cum praecipue 
Theoria Aftronomiae ad huiusmodi formulas fit reduifta. Pri- 
ma autem fundamenta peti debent ex calculo differentiali, 
cum fit: 

d. fin. ;; 0 — n d 0 cof. fi 0 j d. cof. »0 — — n d0fin . n 0 ; 
d. tang. n $ = i 3- cot. n 0 = “ * ^ • 

a. 



de 



n J $ 
cof. n <JS’ ’ 
__ — n d <J) cof. n <15 . 



' jm . » <P jtn. n p* 



’ Jm . np*’ 
p) i n i 0 fin. n P . 

°-"rrp — 



eo/, n 



nancifcimur has integrationes elementares: 

/d 0 cof. n 0 — * fin. n 0; /5 0 fin. n 0 — — * cof. n 0; 
= n tang- fji3p == — n cot. n 0; 



y d cot- n $ 



Jm. 

. r a (J) fn. n $ 
’ J ~coj. n P‘ 



Jm.nP* . , »/;n. n $ ’ J ~~cof. n. n cof. n $ ’ 

vnde ftatim huiusmodi formularum differcntialium integratio 
50( A-i-Bcof.0-+- C cof. 2 0-+-Dc6f. 3 0-+-E cof. 40 etc.) 
confequitur, cum integrale manifefto fit 

A 0 -+- B fin. 0 -+■ l C fin. 10+jD fin. 3 0 -+- ' 4 E fin. 4 0 etc. 
Deinde etiam in fubfidium vocari conuenit, quae in clementis 
de angulorum compofitione traduntur: fcilicet 
fin. a. fin. (3 = i cof. (a — (3) — Jcof.(a-f-(3); 
cof. a. cof. f3 =r { cof. (a — f3 ) — I— 5 cof. (.a -f- j3 ) ; 
fin.acof.j3— Jfin.(a-f-f3)-f-J fin. (a — f3) — Jfin. (a-f- (3) 

— Jfin.(j3 — a)j 



vnde produfla plurium finuum et cofinuum in fimplices fimis 
colinusue refoluuntur. 1 

Problema 5 .' . ■ ' 

24 2 . Formulae 5 0 fin. 0* integrale inueftigare. 

• Solu- 
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' - i - . - i Solutio. 

Repraefentetur in hos fadores refoluta fin. P’ 1- 
3Pfin.p, et quia /3 Pfn?. P~ — cof. P, erit 

/ 3P fin.p* — — fin.Cp n ” , cof.(J) •+• (n— i)/3p fin. P^* - '*’ cof. P*. 
Hiuc ob cof. ( P' — 1 — fin. P% habebitur 
/5 p fin. p n — — fin. p n “ * cof. p 

-j- (n — i)/a Cf) fin.p n ~ 2 — (n — i)/3P fin. P": 
vbi cum poftrema formula ipfi propofitae fit fimilis, hinc col- 
ligitur ifta redu<flio 

/3p fin. p n = — * fin. p" cof. P 4- lLzrI/3 p fin. p* — , 
- • * * « 
qua integratio ad hanc formulam fimpliciorem d <P fin. ($ n ~~ * 

reuocatur. Cum igitur cafus fimpllfiimi confient, 

/apfin.pPzrp et /30 fin. pr = — cof. 0 , 
hinc via ad continuo maiores exponentes n paratur : 

_ 4 

f 3 (p fin. p° = p 

/dQfin.CP— — cof. P ‘ ; 3 

/3 p fin. p 2 — — i fin. p cof. p -b { p 

/d P fin. P 3 ~ — 3 fin. P' cof. P — 3 cof. (p 

/3 P fin. P 4 — — | fin. P 3 cof. (J) — fin. p cof. P -+- P 

/3 p fin. p s — — l fin. p 4 cof. 0 — Li ? fin. P 2 cof. p — ^j cof. (p 

/3 (p fin. P\~ — | fin. p s cof. P — ^ fin. P 3 cof. P 

— fin. p cof. p -+- tii p 

£.4.6 ~ * ».4.6,” 

etc. ♦ . . 

Corollarium i. 

2 43 * Quoties n eft numerus impar, integrale per fo- 
lum finum et cofinum exhibetur, at fi n eft numerus par, in- 
tegrale 
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tegrale infuper ipfum angulum inuoluit, ideoque eft fundtio 
tranfcendens. 

Corollarium 2. 

244. Cafibus ergo quibus n eft mimerus impar , id 
imprimis notari conuenit; etiamfi angulus feu arcus Cp in in- 
finitum crefcat, integrale tamen nunquam Tltra certum limi- 
tem excrefcere pofle, cum tamen fi n fit numerus par, etiam 
in infinitum excrefcat. 

Scholion. 

245. Simili modo formula 3cPcofiCP* tradatur, quae 
in hos fa&ores refoluta cof. 1 . 3Cp cof. 0, praebet 

/3 cof. 0 1 — cof. CP R— 1 fin. <P -t- (/r — i) /3 0 cof. 1 fin. <P* 

=: cof. (J)" -1 fio. Cp -+- (n — i)/3Cp cof.Cf) a “ , — (»~i) /dcPcof.cP*: 
vnde cum poftrema formula propofitae fit fimiiis, colligitur 
/3 Cp cof. Cp R = * fin. (p cof. 0~'-±- i=I/3 (p cof. 0 n _1 . 

Quare cum cafibus n~ o, et n~ i integratio fit in promptu, 
ad altiores poteftates patet progreffio : 



fdp cof. <pP — 0 
/3 CP cof. (J) — fin. 0 
/3 ^ cof. Cp* — J fin. 0 cof. 0 -+- 1 0 

fd0 cof. 0 3 — j fin. <P cof. Cp 5 -t- j fin. (|) 

/d0cof.0~i fin. 0 cof. 0 3 -+- ^ fin. (J) cof. <P -i- 0 

/3 0 cof. 0 — J fin. 0 cof. 0 -+- fin. 0 cof. 0' -+• fin. Cp 

/3 Cp cof. Cp 4 = l fin. Cp cof. Cp 4 -i- fin. <p cof. Cp 3 

-f- li 3 ^ 1 fin. Cp cof. Cp -i- liii Cp 



etc. 



Pro- 
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' Problema 26. 

246 . Formulae d 0 fin. (J)" 1 cof. Cji n iutegrale iuuenire. 

Solutio. 

Quo hoc facilius praeftetur , confideremus faiflum 
fin. 0 1 cof. 0% quod differentiatum fit ja d 0 fin. * cof. 0 y ~ h 1 
— x fin. (Jy 1 "*" 1 cof. — Iam prout vel in parte priori 
cof. <|) 1 ~ 1 — fin. (J) 1 , vel in pofteriori fin. cp a = i — cof. 
ftatuitur, oritur 

vel d. fin. <J> a cof. Cf) v rr: |a d 0 fin. (jy 4 ~ * cof. (Jy “ 1 

— (fji -+- y) d fin. 4y*-+- 1 cof. (J)’ % 

vel d. fin. <& cof. 0 V ~ — y d 0 fin. (Jy 4- 1 cof. <Jy — 1 

-f- (ja -+• y) d 0 fin. 4> a ' _I cof. 0* 
Hinc igitur duplicem redutfionem adipifcimur : 

I. /a 0 fin. 0 i ~ hl cof. 0 y - 1 = — — L_ fin. (Jy 1 cof. 0' 

-h /d 0 fin. 0?-' cof. 0'- * 

II. /a 4) fin. cofi 0'+' =z _L_ fin. cof. 0C 

■+■ fin * 4> a ~' cof -^'“ I 

Quare formula propofita /d 0 fin. 0 m coC 0 n fucceffiue conti- 
nuo ad fimpliciores poteftates tam ipfius fin. 4> quam ipfius 
cof. <£> reducitur, donec alter vel penitus abeat, vel (implici- 
ter adfit, quo cafu integratio per fe patet, cum fit 

/ a <£> fin. (J)” cof. 0 — -f- w -~- fin. (J)"* * et 

/ a ( J5 fin. (Ji cof. - cof. 4) n '+' 1 . 

Exemplum. 

247. Formulae 3 0 fin. 0* cof. 0 7 integrale inuenire. 

S * Per 
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Per priorem redutf ionem ob p. = 7 et v = 8 , impe- 



tramus 

/a 0 fin. 0» cof. 0 7 = - •£ fin.0 7 cof.0* -+-, 7 /30 fin.0‘ cof.0 7 ; 
iftam per pofteriorem reduflionem trademus : 

/9 0 fin. 0 4 cof. 0 7 = ^ fin. (p 7 cof. 0 , ‘+ «/30 fin. 0* coC 0*,. 
hoc modo vlterius progrediamur: 



/a (p fin. cp 4 cof. (p 5 = - i fin.0* cof.0 4 ■+■ tt /a 0 fin.0 4 cof.0*- 
/a 0 fin.0 4 cof.0 5 — f fin.0 5 cof.0 4 -+- J fd (p fin.0 4 cof.0 3 
/a<P fin. <p 4 cof. (p a ~ — } fin. 0 3 cof. 0 4 J /3 45 fin. 0 * cof. (P* 
/5 0 fin.0* cof.0 3 = j fin.0 3 cof.0* -t- j /d 0 fin.0* cof.0 
/9 0 fin.0* cof.0 “ — J fin.0 cof.0 -+- 3 / 90 cof. 0 (-t-J fin.0). 
Ex his colligitur formulae propofitae integrale 
/“3 0 fin. 0* cof. 0 r 

— — £ fin.0 cof. 0*-h fin.0 7 cof.0 — ^ fin.0 cof.0 4 ' 

w- fin. 0* cof. 0 — *■' 5 - 4 ‘ 4 fin. 0 cof. 0 

- 7 — 4 ~: ■*' 3 fin. 0 3 cof. 0* — *■ 4 ‘ 3 t fin. 0 cof. 0 

1 $. 13. II. 9. /. i T ' IS. 13. II. ». 1. i. i • ~ 



1. r. t. s. 4. 3. 9 
is. 13. 11. 9 - , . s. 3. 



fin. 0. 



SchoHon. 

*48. Quando autem huiusmodi cafus occurunt, fem- 
per praeftat produiflum fin. 0 TO cof. 0 n in finus vel cofinus an- 
gulorum multiplorum refoluere, quo fa<fio fingulae partes fa- 
cillime integrantur. Caeterum hic breuitatis gratia angulum 
fimpliciter littera 0 indicaui, nihiloque res foret generalior, 
fi per a 0 -}-j 3 exprimeretur, quemadmodum edam ante haec 
expreflio. Ang. fin. x aeque late patet, ac fit loco jt, fun&io 
quaecunque fcriberetur. Contemplemur ergo eiusmodi formu- 
las, in quibus finus cofinusue denominatorem occupant, vbi 
quidem fimplici (limae fuut 

H 
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T 3$ . II 3<J> . JIT T \r 

l ' ysr$’ «T$> U1 * -jK^r- » 1V * — o/.$ > 

-quarum integralia imprimis nolle oportet. Pro prima adhibe- 
antur hae transformationes 

i<t> 3<J)Jin.tJ> dfifin.fi 3x f nn r,t~ rf\ „\ 

jsn — JtoTtF I — cof! 4>* — i- xx ^P° Ut0 c01> 0 — *)f 

vndc fit 

/ 3$ __ * I t -4-* — r J 1 -t- -cqC $ 

Jin . 0 * i — * ~~ * i — eoj. fi * 



Pro fecunda 



ergo 



- !*$» - (polito fin.tJJ = a:), 

/ 9 CP i I r + i __ i l t -*-/rn. <D 

<#/. (p 1 i — x * i — jin. <j> * • 

Tertiae et quartae integratio mani fello logarithmis conficitur : 
quare haec integralia probe notaffe iuuabit 

i j l+w/.s i v[ cof.fi) j t i (tj 

- <J> Vll -+- CO/. (p ) & " 



co/I 



f — ' 

“•/«% = i' 

ni. fi^S = / fio. <P =f,i£s -fi <P cot. <J> 

' IV - /M-^ 1 = — > ™r. 4) =/a <J> tang. c[> 

hincque fequitur III. -f- IV. 

Problema 27. 

p ; d 0 fin. 0™ 3 0 cof. 0* 

249. Formularum — - ... . et 

cof. 0“ 

Ha inueftigare. 

Solutio. 

Primo ftatim perfpicitur, alteram formulam in alteram 
transmutari, polito 0z=9o° — 0, quia tum fit fin. 0=: cof. 0 
* S 2 et 



fin. 0" 



integra- 
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et cof. (J) rr: -f- fin. vj/ , dummodo notetur fore 3 <p zz: — 3 \p. 
Quare fufficit priorem tantum tradaffe. Redudio autem prior 
§. 246 . data, fumto p.-+-izz m et v — 1 ~ — », praebet 

‘3 0 fin. 0 m 1 fin. 4) m “ I m — 1 /*3 0 (in. <p m ~* 

cof <£>* m —n cof.0*- 1 m — nJ cof. (p n 

quo pado in numeratore exponens ipfius fin. (J) continuo bi- 
nario deprimitur, ita vt tandem perueniatur vel ad J ■ » 

«! ad 



P 



la f ^5* - - tradanda fuperfit. Altera autem redudio ibidem 
J cof. (p* r 



coi'. 0 n (n — 1 ) cof. Cp’ 



— ideoque fola formu- 



<P 

tradita ( 24 6 .) fumto p. — 1 — m et v — 1 zz — «, dat 

3 0 fin. 0 m 1 fin. 0 m+l n — 1 /'d0Gn.0 m 

— «-f- 2 J 



I 



cof. 0 * 



m 



2 cof. 0 m -‘ 



m 



cof. 0 1 



vnde colligitur 
3 0 fin. 0 m 



/ 



fin. 0 



) m + 1 « — »-*- 2 rd06n.0 m ’ 

cof. 0* n — 1 cof. 0 n ~‘ n — 1 J cof. 0“ — 0 

cuius redudionis ope exponens ipfius cof. 0 in denominatore 
continuo binario deprimitur, ita vt tandem vel ad / 30 fin. 0 * 

vel ad 



/ 



3 0 fin. 0" 
cof .0 



perueniatur. Illius integratio iam fupra 

eft monftrata , huius vero forma fi m £> 1 , per priorem redu- 
dionem tandem vel ad vel ad /iM^.4 reuocatur, illius 

autem integrale eft / tang. ( 45 0 -+- i 0), huius vero — l cof. <JX 



250. 



Corollarium 1. 

Prior redudio non habet locum, quoties eft 



m 
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m — », hoc fcilicet cafu formula f non re( j uc j 

J cof. 

poteft ad formuJam f Altera autem redudio- 

J cof. (p* 

ne femper vti licet, etli enim cafus tt ~ i inde excluditur, 
eius tamen integratio per priorem effici poteft. 

Corollarium 2. 

251. Ratio autem illius exclufionis in hoc eft polita, 

'd fin. 0*“* . 

~ c ' of (p» — al> ‘ olute tntegrabihs, ha- 

1 fin. (J)"- 1 

— • Erit ergo pro his ca- 



quod formula J ' 
bens intcgrale zz: 



fibus 



n — 1 cof. <P 



f — ■ tan s- 4>» 

, /,«. <t>* — 1 tan{r /f\3. 

j cof. cp* * 3 tan g‘ V » 

J -■ — * • ^ — * ta °g- 4 J 4 - 

Exemplum i. 

252. Formulae ^ ^ ^ n ' integrale aj/i gnare. 
cof. cp 

Prior reduftio dat : 

d 0 fin. <p m 

cof. (p 



/ 



fin. <P’ 



— 1 



/ 



d 0 fin. 0 m 



m — 1 J cof. 0 

Hinc a cafibus per fe notis incipiendo, habebimus : 
i<J> — 



/4nj> = 1 tan 5- (45° -h i <P) 

= — l cof. 0 ~l fec. 0 
S 3 
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= ~ l fin. Cp* -+- / fec. Cp 

f‘%£ = - i «»• — . fin- <J> +/^r 

= - ; fin. <p' — i fin. <tf •+■ 1 fec. <J> 

= ~ ! fin - ~ i «n- P - fi«- <J> +/^ 

= - i fin. 0‘ — J fin. (p- — i fin. (p* + / fec. <J> 
etc. 

Scholion. 

253 . Pro reliquis cafibus dcnominatoris totum nego- 
tium conficietur his redtufUonibus : 

‘3 (p fin. Cp m fin. Cp” 



coi. <p a cof. (p 

3 (p fin. 0 m fin. (p" 

cof. (p 3 



/ 

/ 

I cof. (p 1 
ya (p fin. <jr 



— ro /3 0 fin. (P" 



3 <p fin. <p m _ , 
— 5 



cof. cp*. 



cof (p a 
fin. Cp" 1-1- * 
cof (p 3 
fin. (p” 1 -*- 1 
’ coi. (p 4 
etc. 

Exemplum 



n 

1 



3 

rn — 3 



3 <P fin. CP* 
cof (p 
3 <p cof (p w 
cof (p* 

3 CP fin. (P* 
cof. Cp 3 



254. Formulae 



acp 



cof <p' 

Altera redudio ob m ~ o fit 
30 1 fin. (p 



integrale ajjignare. 



I 



cof. (p® n — 1 cof. <p n 



n — 2 r 
n — 1 J 



acp 



cof. Cp"' 



quia 
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qufa iam cafus fimpliciflimir /9 0 = 0 ct 

/df^ = /ran S'^5° + ^) 
fiint cogniti, ad eos fequentes. omnes reuocabuntm? s 



/ d 0 Jin. 4> 

eof. <P* coj. 



f d $ i Jin. $ 

J eof.df* * ' coj.<J> 2 



cof.$* 

Jin. £J> . 
eof. <pi 

/ i (J) i Jin. $ 

=3« — i: 



f i 

* oof. ij> 4 3 



eoj. 4 > s ce/. 

/ ri 4) i Jin. $ 

eof. 4>« 



■ Ifl® 
coj.fy 

* Jin. i 
3 SejJ 

i. 3 Jin. 3> 

2.4 ' coj. £j) J ‘ t.* J coj, $ 

i_i J" 1 - 9 li *■ 4 J in <P 
3. 5 ' coj.if* 3. i * ce/. 4>-* 



LJ /•_*<* 

8 . 4 I-' ( 



ce/. <J>’ 

Corollarium i. 

« 55 . SimiR' modo habebimus has integrationes p 
f -4 = / tang. I 0 ; /"-i* = — : 

J JtnTty 5 J Jin. QP /m. Cp * 

c <?4> — . I cof. $ I 1 

■f Jin. fo a * fmTaS» *v « 



Jin- 4> 



/ ’ J <P — . i ce/, (J> » ce/.(p 

/j». $♦ ■■ 3 '/Jit. <p> 3 * /m..<p 

/ 3 <J> i ce/, (j t, 3 eof. <J> t. 3 /• S 

Jin. <p* * * /in. »■ 4 ' Jin. <p* ** m. 4 Jin. $ 

Corollarium 2» 

* 5 <I. Deinde eH 

3 (J) fin. (J) 1 



Porro 



/ 

f 

f 

I 



cof. 0 * n — 1 
9 0 cof .0 — r 



cof. 0 " 



er 



fin. 0* n 

1 


— 1 fin. 0* 


' • • 

— 1 


9 0 fin. 0*" _ 


f 90 


r »4> . 


cof. 0 n J 


cof 0 n ' 


/ cof 0 1 * - 


9 0 cof. 0 1 _ 


r 3 <p / 


•' 3 4> 


fin. 0" 


fin.0 11 J 


fin. 0 B — - 



P0 
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/'3 0fin. 0* /*3 0fin. 0 /*30fin.0 

J fip. 0* J cof. 0' J cof. <£"-*’ 

fd0co(.0 (* /'30cof.0_ fd0coC0 

J fin. 0" J fin. 0 n J fin.0*— * * 

quibus redudionibus continuo vlterius progredi licet. 

Problema 28. 

d0 



257. Formulae 



integrale inueftigare. 



fin. 0 m cof. 0 n 

Solutio. 

Redudiones fupra adhibitas huc accommodare licet , 
Tumendo in praecedente problemate m negatiue: ita erit 
3 0 1 i 



/e: 



0 m cof. 0 n m -f* n fin. 0 m +I cof. 0* ~ 1 
m -f- i r 3 0 



— f _ 

n J fin. 



m -+- n J iin. 0" l_Ka cof. 0*’ 
■vnde loco m feribendo m — 2 , per conuerfionem fit 
30 1 1 



/,v 



0 m coi’. 0* , m 

m 

Altera huic fimilis eft 

30 _ * 

0* coi. 0' 



1 fin. 0 m 1 cof. 0* 

- n — 2 f 30“ 

— 1 J i 



fin. 0 m—M cof. 0 n 



r d cp 1 1 

J fin. 0 m coi. 0 n n— 1 fin. 0 m ~ * cof. 0 m— 1 
m - 4 - n — 2 /* 30 

« — 1 J fin. 0 OT cof. 0* — a 

Cum iam in hoc genere formae fimpliciffimae fint : 



/30 
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/j££ = / *»ng. 5 <J>i /;& = / tang. («* H- i <J>)s 
a /J s -|^ 9 =/taDg.(}>j /£^,=-cot.$j 



*+* 



:tang.(J); 



hinc magis compofitas eliciemus : 

30 I _l_ /* 3 0 . /* 

i» j /7 



/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 



jm. 0 oo/. 0* 


eo/. 


30 


- ■ I 


/in. 0 co/. 0* 


S • 


30 





Jin. 0* co/. 0 




30 


— 


/in. 0 coj. 0° 




30 





/m. 0® co/. 0 


; * 


30 


_ 


[m. 0 co/. 0> 




30 


— 


/in. 0 J coj. 0 




30 




/m. 0 co/. 0> 




30 


, 


/m. 05 eo/. 0 


" 


30 


_ 


Jm. 0 coj. 05 




30 


— 


Jm. 0 7 co/. 0 





/S70’ 



_i_ /• 3 0 

R-1-/ 7 



30 

jlnT^coJ. 0 






+/& 



coj. 4> s ' J /m. 0 co/. 0* ’ 

* • _ 1 _ /• 30 

*/ro.0* ' /in. 0* co/. 0’ 

. 1 , _1_ f 30 . 

c^/. 05 r 3 /rn. 0 co/. 0* * 



30 



» _ _i_ /• 30 

* /m.0» ** /in. 0 4 eo/. 0 * 

H-Zr- 4 *- ' 



* coi- 0* 
1 

'/«.$* 

1 

'* CO/. 0 4 

'fihp 

■ coj. 0 * 
/in. 0 ® 

etc. 



/in. 0 co/. 0 * 

3 0 . 

/in. 0 co/. 0 * 
30 

/in. 0 co/. 0» » 



I* ' 3/ro.< 



i _ 1 _ /• 30 . 

1 ' /m. 0» oof. 0 * 

30 . 

/m. 0 co/. 0* * 

i f 3 0 

S • /K« 1 3 /m. 0» coj. 0 ’ 



+ /- 



/„ 

r 30 

1 /in. 

/- 30 

3 /in. 0* co/. 0» 



/m. <f> a co/. <p a 
• 30 

/jn. 0i coj. 0* 



Jin. 0 co/. 0 

i i 

3 /rn. 0 coj. 0» 

r i 

3 * Jtn. 0 J co,. 0 






7*70* jinT0 co/. 0 



*/ 



« r 3 0 

3 3 /in. 0 2 co/. 0* 



3 / 



30 



Jm. 0 * coj. 0 * 



3 0 

CO/- 0* 



qua* 



Sicque formulae quantumuis compofitae ad fimpliciores, 
rum integratio eft in promtu, reducuntur. 

Corollarium i. 

258. Ambo exponentes ipfius fio. Cj> et cof. (J) limul 
binario minui poflunt: erit enim per priorem redu&ionem 

T / 3 $ 
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14-tf 



f- 

J fin. 



• 30 i i 

0* 1 coi. 0* fj. — i fin. (fy 1 ~ 1 cof. 0’ — 1 



fx h- v — g r 

ll — i J fin. 0 t ‘~ 



30 



jx — i J fin. 0 l ~ I cof. 0 ” 

nunc haec formula per pofteriorem ob w jx — z et n — v 
dat 

r 30 i i 

J ha. 0 cof. 0’ v — i fin. 0 K— 3 cof. 0*~ ' 1 

JUL -+- V — 4 f 30 



=J- f 

i J fin. 0' i ~ J coi. 0* ~ 



vnde concluditur 
30 



J fin. 



0 U cof. 0* 



|x — i ’ fin. 0*- 1 cof. 0* — * 



ix 



(/x — i j (y — i) fin. 0 fi — J cof. 0 V — 1 
_(fjL-i-y — 2) (fx-b y —4) r 3 0 

— 1 1 (v — 1 ) J fin. 0^“ ! 



(/x — 1 j (v — \) J fin. 0 * 1 cof 0 ” a 

} 

Corollarium 2. 

259. Prioribus membris ad communem denominato- 
rem redudlis obtinebitur 

3 0 (/x — 1) fin. 0 * — Cv — i) cof. 0 a 



/e 



0* cof 0* (/x — 1) (v — 1) fin. 0 tt ~' cof. 0’ 1 

j Qxh-v— ;) fix-t-y— 4) 'f 30 

(,jx — i ) (v — i) J fin.0' i ~ 2 cof 0* ~ “ 

qua redutfione femper ad calculum contrahendum vti licet, nifi 
vel p. ~ i vel v x. 

Scho- 
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260. 



Scholion. 

Huiusmodi formulae 



a<p 



etiam hoc 



o. fin. (p m cof. <P“ 

modo maxime obnio ad fimpliciores reduci poffunt; dum nu- 
meraror per fin. <P 5 -f- cof. (p* — 1 multiplicatur, vnde fit 

_ r ^ r 



f: 



/1 



■A 



fin. <p m coi. J fin. Cp " 1 - 1 cof. (p* ' J fin. (p " 1 cof. Cp n -‘ 
quae eousque continuari poteft, donec in denominatore vnica 
tantum poteftas relinquatur. Ita erit • 

i® — _ ri® fin. <?>• I f i $ C ( >'. q> ? /m. <t > 

. ■* coj.® J Jm. ip ~ eo j. $ 

— — fin.® __ cof.® 
ci ii.® Jrn. $ ‘ 

dtp 



A Jm. Cp eoj 

f i® f 1 f 

J Jm. <f> 2 coj. <p* ' /in. <J>* cof. ®* 



i® 



in 



fubfi* 



Ouodfi propofita fit haec formula / 

^ r r / fin. <p n cof. (p* 

dium vocari poteft, efle fin. Cp cof. cp “ \ fin. 2 (p, vnde habe- 

pofito ai m 2(p, quae formu- 



tur 



fi 



acp 



A 



OJ 



fin. 2 <p a J fin. u> n ' 

la per fuperiora praecepta refoluitur. His igitur adminiculis 
obferuatis circa formulam d (p fin. Cp m cof. Cp", fi quidem m et 
n fuerint numeri integri fine pofitiui fiue negatiui, nihil am- 
plius defideratur: fin autem fuerint numeri fradi, nihil admo- 
dum praecipiendum occurrit, quandoquidem cafus, quibus in- 
tegratio fuccedit, quafi fponte le produnt. Quemadmodum 
autem integralia, quae exhiberi nequeunt, per feries exprimi 
conueniat, in capite fcquente accuratius exponamus. Nunc 
vero formulas fradas confideremus, quarum denominator cft 
a -f- b cof. (p eiusque poteftas, tales enim formulae in Theo- 
ria Aftronomiae frequentiffime occurrunt. 

Problema 29. 

2.6 1. Formulae differcntialis integrale inuefti- 

8 arc * x 2 So- 
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Solutio. 

Haec inueftigatio commodius inftitui nequit , quam Yt 
formula propofita ad formam ordinariam reducatur, ponendo 
cof. 0 ~ ' » vt rationaliter fiat fin. 0 - , hincque 

3 0 cof. 0 = , ficque 90 = r ii| r . Quia igitur 

a-\- b cof. 0 ~ a ^ b ^ a - b]xx , erit formula noftra =: 

a _ t _ b ^ ( j - * — fc - -■ x , quae prout fuerit a b vel vel angu- 

ium vel logarithmum praebet. 

Cafu a > b reperitur 

f i® * — — — IT . Arc. tang. -}- ~ 6 \ x . - : 

-/ a -i- b cr.<p Y ( a a — fco ) d ria a — o6| 

cafu a <£ £ vero eft 

f 3 $ i / 1^(6 6 — a a'-+ * | 6 — at _ 

J a -t- b co/T® V it » — a«| V l6 6 — a e) — * l& — «» * 

Nunc vero eft 

X — V = tang. i 0 — 

’ i -t - cj/. ® ° * 

qua reftitutione fatfta, cum fit 

• Ang. tang. = Ang. tang. &£%=}£. 

— Ano t-ino «/».®y ' ) aa-» 6) 

1,1,1 5 * ia +6)!i +«/.$) — to — oni — coj.®) 

Ano rano jrn.<t> V I a O — 6») 

— /\ng. rang reoj.(f+b 

Quocirca pro cafu a^>b adipifcimur: 

/ — — — — . Ang. tang . J,n ’ ^ v '~~“ ~ , feu 

J Q-t~ b cq/.Cp y^oo — o b) 3 ° ocQ.$-rb 7 

/. = - — ' Ang. fin. b ? . fiue 

* o-r-6 to/-4> y<ao — 66) ° 0 + 609.4» ' 

/ -JiL. — Ang. cof. 

a + 6 coj.-P Y[ a a — b b ) * a-t-eoa^.vj» 

Pro cafu autem a <^b: 

f 3 ® i ; V>6 + a)(i+co/. 4 >)+V'( 6 .-alH — oaf.®) 

J a-hb^oj.J) Vi 66— oa) V \b + oj( i + citf.Q) — Y(b — a )u — ’ 



o + 6 eo/.; 



i ? acof.®-»-6-+fTO.®.y'l 6 6 — aa) _ 

i>. — ao) a+6 
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At cafu A = (r, integrale eft — | tang. { <£, vndc fit 

/r£-* 

quae integralia euancfcunt finfto (J) — o. 

Corollarium i. 

atfa. Formulae autem = iV&p intc S rale 

eff £/ 0 4> ’ i lta ^ umtum > vt euanefcat polito (p — o j fic- 

que habebimus: 



f — t / 

■» a -t- J> cofT^ " 



« - 4 - i 

«-hiiraj $ 



Corollarium 2. 

263. Formula autem transformatur in ^ 

— vnde integrale per folutionera problematis 

exhiberi poteft: 

/ 4 $ aoj. $ <?> a /■ 3 <t> 

a -t- b coj. 4 $ b b ' a -+- b cof. <J) ' 

Scholion i. 

264. Integratione hac inuenta, etiam huius formulae 

— - — integrale inueniri poteft , exiftente n numero 

(a-Mcof.Cp/ 

integro i quod fingendo intcgralis forma commodiftime prae- 
ftari videtur: ponatur 

r — Ajm. 0 1 m f 4 <J> . 

J 1 n h . ftl t 1 q —4— b Cof . (fi * ^ a' —4— h coi. (i" 7 



a -t- b cof. 



ac reperitur 



A — oa— Ts’ et m — «T^TS 

r ( A -t- B cof $4 ffn. 0 

{a 6 coj. <p )* 40 -i- 6 cof. (J)) 1 



. Porro fingatur 

- 4 — tn r . * 

J (8 6 COJ- $>• * 



J (a -t- b coj. <p>* [a-t-betf. $)* J ( a - 4 - b coj ■ <£ )* 

reperitur que 

* — . — b . t» — 0 b . m . a a o-f it > 

• < — ii * aaTFFr- b b ) * • a (a a — i &7 "* 

T 3 fimi- 
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fimilique modo inueftigatio ad maiores poteftates continuari 
poteft , labore quidem non parum taediofo. Sequenti autem 
modo negotium facillime expediri videtur. 



Confideretur fcilicet formula generabor ^ ^1 .— ? 

(a-t-^col.sp/^ 1 

ac ponatur . . 

r dQ(f-t-gco£Q >) __ Afin.0 r Dp(Tt->-Ccor.(p) 
J (a-^-Z>cof.<pJ n ' t ' , ( a-bbcof.(P) n J (a-hbcoC(P) n ’ 



fumtisque diffcrcntialibus, ifta prodibit aequatio: 

f -+- g cof. (J) — A cof. <P (a -h b cof. 4 >/-h n Ab fin. $ 
-+• (B -+- C cof. (p) (a -b b cof. 0); 
quae ob fin. (J) 8 — i ■ — cof. hanc formam induit 

—f — geof.^) -+- A^cof.0* 

-+-« Ai-t- Aacof.Cj ) — n A£cof (£> : 

+ Ba -4-B^cof. 0-t*C^cof.(p 4 
+ Ca cof. (£> . * 

vnde fingulis membris nihilo aequatis, 

A — ~±*— & -,• B = ■/=** ct 
Ita vt haec obtineatur redudtio 



elicitur: 

C — ,n — »■ g »- >/ ) 

n 1« a — b b) 



I 



d 0 ( f -j- g cof. (£>) (a g — bf) fin. <t> 



(<* 



b cof. <P) n ' + ' 1 n (a a — b b) (a -h b coi'. <£>/ 

1 rd<P[n(af— bg)-b(n— i)^g -bf)cof. 01 ... 

-bb)J 



n{aa 



-bb)J (a -h b cot. (p) n 

cuius ope tandem ad formulam f 

•• , J a b coj. $ 

ms integrale — 6 <P -4- ~ ai e x fuperioribus con- 



*«/.$) p crucn j tlir ? cu _ 



« ~ w r C3/. 4 ) 

itat. Pcrfpicuum autem eft fiemper fore k — 



Scho- 



Digitized by Google 




CAPVT V. 



151 



Scholion 2. 

265. Occurrunt etiam eiusmodi formulae, in quas in- 

fuper quantitas exponentialis angulum ipfum <P in expo- 

nente gerens, ingreditur, quas quomodo tradari oporteat, offen- 
dendum videtur, cum hinc methodus redudionum fupra expo- 
lita maxime illuftretur. Hic enim per illam redudionem ad 
formulam propofitae limilem pcruenitur, vnde ipfum integrale 
colligi poterit. In hunc finem notetur efle /V ^ d CP — * e a ®. 

Problema 30. 

2 66. Formulae differentialis d y ~ ^ 3 Cp fin. 0'* in- 
tegrale inueftigare. ' ■ ■ - \ 

Solutio. 

Sumto e^.acp pro fadore differentiali, erit 
y = » fin. Cp» — » fe*> d Cp fin. Cp"-* cof.Cp : 
fimili modo reperirur 

/«“* d Cp fin. Cp»“ r cof. <p = i fin. <p n — cof. Cp 

* /V* a <p [(» — i) fin. Cp"~* cof. Cp* — fin.Cp"] , 
quae poftrema formula, ob cof. cp a “i — fin.Cp 1 , reducitur ad has 
(a — i ) /e a<t> 3 CP fin. Cp»“* — nff* a <p fin. Cp»: 
vnde habebitur 

/V* a Cp fin. Cp" z= * e * fin. Cp"— JL fin. (p»' 1 cof. (p 

acp fin.Cp n - a — a Cp fin.Cp". 

Quare hanc poftremam formulam cum prima coniungendo , 
elicitur: 



fe '9 a cp fin. cp» — 1 Q fin. (p — n cof. Cp) 



a a -|- n n ■ 



n(n — i ) 
u a — (— /J n 



fe'* a (P fin. Cp»-*. 



Duo- 



/ 
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Duobus ergo cafibus integrale abfolute datur, fcilicet n = o 
et n z=. i, erirque 

$ = *«“* — *, et 

aa-t-i a«+i 

atque ad hos iequentes omnes, vbi n eft numerus integer vni- 
tate maior, reducuntur. 

Corollarium i. 

267. Ita fi n zr 2 , acquirimus hanc integrationem 

yv»a<£fin.<p‘ = 



I. 2 



a a-h 4 
*• a 



a (a a -+• +) 



a(aa+|) 
at fi fit n == 3 , i fiam 

/V* 3 0 fm.0’ = «■■'''fin-frCafin.fr— 3 cof.0) 



a a. -+- 9 

2. 3 (a fin. 0 — cof. <j)) 



*• 3 



(aa+ i)(aa + pj (a at-f- i) (aa+9) 

Integralibus ita fumris, vt euanefcant, pofito <p rz: o. 

Corollarium 2. 

268. Si igitur determinatis hoc modo integralibus , 
ftatnatur a Cj) ~ — ev>, vt e 1 ® euanefcat, erit in genere 

/V* 3 <t> fin.cp* = a <P fm. (p B — ; 

hincque integralia pro ifto cafu a $ — r — cv> erunt 

/e^a<pfin.Cpr± a -_L_; 

/r^3(pfin.<p a — /V^Cpfin.Cp 3 — L±1 ; 

/r^dCpfin.C^r— /^acpfin.Cjyr— 

^ 'r V aiaa-t+jiaart-ii) ’ ' ~ ~ (aa-t-i )iaa+»)iaa-t-*s) 

Corol- 
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Corollarium ?. 

2 6g. Quare fi proponatur haec feries infinita 
e— i i- »•* -+~ r.i. 3,4 ^ -i- etc. erit 

” aa-f-4 l«a + 4l|»o + w) Ja a-+-4l(ao -t- 14)( aa-^36) 

— a/e otCf) 34)( i -^fin.Cp i - 4 -fin.Cp 4 -+-fin.Cp 5 -i- etc.) 

- 4 - , pofito poft integrationem aCp — — e\j. 

coi. Cp* 

Problema 31. 

270 . Formulae differentialis e*® 94) cof. cp n integrale 
inueftigarc. 

Solutio. 

Simili modo procedendo vt ante , erit 
e ' * 3 Cp cof. Cp " = l <r * cof. -4- \fe* * 3 Cp fin. Cp cof. <p" 1 : 

tum vero 

fe* 3 Cp fin. Cp cof. Cp "- 1 == l e a<t> fin. Cp cof. Cp"~ l 

- 3 <p [cof. Cp" - (» - i) cof. Cp "- 1 fin. Cp 3 ] , 

quae poftrema formnla abit in — (» — 3 cp cof. Cp n— * 
~\-nf 3 cp cof. Cp 11 , ita vt fit 

ff* 3 Cp cof. Cp" = * ^ cof. Cp" 4- JL e** fin. Cp cof. Cp»— .. . 
4- S 3 Cp cof. Cp "~ 3 - /*-<> 3 Cp cof. Cp", 

vnde colligimus . 

/f 1 » 3 <JJ cof. = ** cof. 0 '— Qcof.ft-l-.fin.j)) 



aa-\-nn 



+ ^ /V* ^ <P cof. Cp"“ s . 
«a-h»n 



Hinc ergo cafus fimpliciifimi funt 
f^d cp=*e“^Ci / e a$ 3Cpcof. Cpz * fg C ° f ' ^ ^ 



a« + i 
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ad quos fequeutes omnes, vbi n eft numerus integer pofitiuus, 
reducuntur. 



Scholion. 



271. Cafibns fimpliciflimis notaris, alia datur via inte- 
grale formularum propofitarttm , quin etiam huius magis pa- 
tentis e a * 3 0 fin. 0 m cof. 0", eruendi. Cum enim produdhun 
fin. 0 m cof. 0 n refolui poflit in aggregatum plurium finuum vel 
cofinuum , quorum quisque eft huius formae M fin. X 0 vel 
M cof. X0, integratio reducitur ad alterutram harum formula- 
rum e a * 3 0 fin. X0 vel e a< * 3 0 cof. X 0. Ponamus ergo X0 
— u t vt habemus 

e** 3 0 cof. X 0 ~ * e* -10 3 a fin. to, et 

e a * 30 cof. X0 m * 3 u cof. u, 

quarum integralia per fuperiora ita dantur: 






/ e x Safin.ur 



a .. 

Xe* («fin.u— Xcof.u) 
aa+XX 



X/ a<t> (aGB.X0-XcofX0) 



aa-+-XX 



fe^^ducof. (i)-*'** ( ac0 ^° } ~ h ^' w ‘ c ‘ > ) — Xe a ^('«cof.X0-t-Xfin.X0) 

aa-t-XX aa-t-XX 

Vnde tandem colligimus: 

fe ** 3 0 fin. X 0 — — Xcof - et 

aa+XX 

fe a * 3 0 cof. X 0 z= fgCP Cacof. XQ + X fin. X 0) ^ 

aa + XX 

ft in genere ftatim loco fin, 0 et cof. 0 fcripfiffem fin. X 0 et 
cof. X 0 , hac rediuftione non fuiflet opus ; fcd quia hic nihil 
e ft difficultatis, breuitati confulendum cxiftimaui. 



CA- 
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— ’ DE" 

EVOLVTTONfi INTEGRALIVM PER SERIES, SECVN- 
DVM SINVS COSINVSVE ANGVLORVM 

MVLTIPLORVM PROGREDIENTES. I 

I . 3 

Problema 32; 

272. 

I -' / ‘ '• - 4 ' 

ntegrale formulae — per feriem, fecundum finus angu- 
lorum multiplorum progredientem , exprimere. 

Solutio 

Cum fit more confueto per feriem 
— 1 — »cof.Cp-*-;j a cof.Cp* — ^cof.Cp^^cof.cP 4 -— etc.’ 

poteftates cofinus in cofinus angulorum multiplorum conuer- 
tantur ope formularum in introdu&ione traditarum; ac primo 
pro poreflatibus imparibus: 
cof. cp zz: cof. (p > ; ■ 

■ .. cof. Cp 3 :zz: 4 cof. <£> -f- 1 cof. 3 <£> ; 

cof. Cp 5 = ii cof. Cp -f- i* cof. 3 Cp -f- I r s cof. 5 <P; 
cof. CP 7 — co/. Cp — f- Ii cof. 3 Cp cof. 5 cp 

-f- w cof. 7 Cp; 

cof. <P’ zz: l\t cof. <P -f- 5 % cof. 3 <P -f- sj? cof. 5 cp 

-+- sis cof. 7 <p -f- S3i cof. p cp ; 
vbi notandum eft, fi ponatur in genere 

cof. cp^ - ^ 1 zz: A cof. Cp B cof. 3 Cp — C cof. $ Cp 

-f- D cof. Cp -f- E cof. p Cp -f- etc. 

V 2 fore 



Digitized by Google 




ad quos fequcntes omnes, vbi n eft numerus integer pofiduus, 
reducuntur. 

Scholion. 

271 . Cafibns fimpliciffimis notatis, alia datur via inte- 
grale formularum propofitarum , quin etiam huiu 9 magis pa- 
tentis e a ® d 0 fin. (P m cof. (J>% eruendi. Cum enim produdum 
fin. <P m cof. refolui pofiit in aggregatum plurium finuum vel 
cofinuum , quorum quisque eft huius formae M fin. A (J) vel 
M cof. A<J), integratio reducitur ad alterutram harum formula- 
rum d <$> fin. X (J) vel e aCp d 0 cof. X (JX Ponamus ergo X<£) 
— w, vt habemus 

3 $ cof. X <P ~ * e* w d w fin. oi, et 
e 0 ^ d (p cof. X<p — ^ d u cof. 



quarum integralia per fupcriora ita dantur: 

a 

f* 



^ W 3 wfin ^ X (afin.to— Xcof.u) A* a ^(aGn.A(t;— Xcof A 0 ) 



aa-+-AA 



aa-f-XX 



fe^^ducof (acof.&H-Afin.u) _ X^^cof.XCjJ-f-Xfin.XCj)) 



aa-»-XX 
Vnde tandem colligimus: 



aa-+- XX 



ft?* d <p fin. X (J) rr ( * ® ~ X C ° f ’ b ^ , et 



a a 



a a 



X X 

/e a(t> dcp cof. \<p — •- , 

X X 



fi in genere ftarim loco fin, (£> et cof. 0 fcripfilfem fin. X <P et 
cof. ACj), hac redudione non fuiffet opus; fcd quia hic nihil 
eft difficultatis, breuitati confulendum cxiftimaui. 



CA- 
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DE 

EVOLVTTONfi INTEGRALIVM PER SERIES, SECVN- 
DVM SINVS COSINVSVE ANGVLORVM 

MVLTIPLORVM PROGREDIENTES. i 

A , .* 

Problema 32. 

272. 

Integrale formulae — ^ per feriem, fecundum finus angu- 

lorum multiplorum progredientem , exprimere. 

Solutio 

Cum fit more confueto per feriem 
— 1 — »cof.0-*-»*cof.0 4 — » 3 cof. <$}*-+- «♦cof.cp*-— etcf 

poteftates cofinus in cofinus angulorum multiplorum conuer- 
tantur ope formularum in introdu&ione traditarum: ac primo 
pro poreftatibus imparibus: 
cof. 0 = cof. 0 ; 
cof. 0 3 ~ | cof. 0 -4- , cof. 3 0; 
cof. 0 S =: il cof. 0 -+- A cof. 3 0 H- is cof. 5 0; 

cof. 0 7 — II cof. 0 4 - II cof. 3 0 -+-« cof. 5 0 

-f- ^ cof. 7 0;- 

cof. 0’ 1= \\ I cof. 0 -h & cof. 3 0 -h cVs cof. $ 0 

■+• *|s cof. 7 0 -f- ajs cof. 9 0; 
vbi notandum eft, fi ponatur in genere 

cof. 0® >•— * — A cof. 0 -+ B cof. 3 0 -+- C cof. 5 0 

■ j - 4 - D cof. *7 0 -f- E cof. 9 0 -f- etc. 

V 4 fore 
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fore ‘ , 

K i. 3. 5. . . . . . . (2X — 1) 2 6 10 14 4X — 2 

J\. - , .. 2 • - 1 — - — — - • — • — ■ — • — - mi % ■* 1 1 . y 

a. 4 .6 a X a* A ~ 1 334 X 

C = ^B; D = £2 Ci E,= ^D ; «tc. 

Pro paribus vero poteftatibus eft 
cof. 0° — 1 

cof.0*:rz b -+- i cof. 2 0 

cof.$ 4 r= i -+- f cof. 20 -t- f cof. 4$ 

cof. 0 ‘:= -4-3I cof. 2 0 •+■ 5 \ cof. 40 -+- ji cof. 50 

COf> 0 8 iVf ■+■ n; Cof. 2 0-4- ,* a 8 g Cof. 40 ilg COfl 50 - 4 - jjg COf. 8 0 « 

Id genere autem fi ponatur: 

cof. 0 * x ~ $( -+- 23 cof. 20 -}- £ cof. 40 -i- SD cof. 5 0 
-h <£ cof. 8 0-4- etc. erit 



^ 1. 3. (2X—1) 1 5 10 14 

2. 4. 6 a X 2 2X— 1 234 



4X — a 
X 



2.4.6 aX 2 2 *-i 234 X 

®=^«i «=s3®.* «=&»■• etc * 

Quodfi nunc ifti valores fubftituantur, erit n T C0j $ — 

I — «COf.0-4-J»»COf. 20 — J|W 3 COf. 3 0+ 3 /J 4 COf 40— i*?W S C of. 5 0 - 4 “ 3 j^ < C of. 60 



- 4 -lntt—^n 3 


-H» 4 


-A* 5 


•+ 


-/,« 7 


-4-i*|ft* 




- 4 - 3 !«* 










-4-J?«‘— H» 7 


-4-j S g«* 






• 


• 



vnde patet, fi ponatur 

x -t- n ca/ift — A — B cof. 0 -f- C cof. a0 — D cof 3 $ 



-+- E cof 4 0 — etc. eft 



A = 
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A = etc. feu 

A = * 4- i »* -+■&# 4- »* 

1. 4. B. 4. 6 *. 4» ». I 

ficque euidens eft eflc A = y^_|_ nn) . 



etc. 



Simili modo eft 

B =r n -+- | n 3 ■+■ n s -f- etc. = i- (i »* -f- ^ n 4 -4- » s -+- etc.) 

ideoque B = — 1). Verum et hunc Yalorem et 

fequentes facilius hoc modo definire licet. Cum fit 

— A — B cof. 0 4- C cof. 2 <J) — D cof. 3 0 
-f- E cof. 4 0 — etc. 
multiplicetur per 1 -f -n cof. 0, et quia 

cof. 0 cof. X 0 — i cof. (X — 1 ) 0 -+- b cof (X-+- 1) 0, fiet 

1 rr: A — B cof 0 -+- C cof 2 0 — D cof. 3 0 -+- E cof 40 — - etc. 

*+• A n — JBa -+-JC» — JD n 

— bB«-+-JC n — JD» -»-£E« — JF« 

vnde quia A iam definiuimus, reliqui coefficientes ita deter- 
minantur : 



B — (A — i); 


__ «n — Cn 
n 




C * B — A n . 


. p «E— On 

It 


» % 


D— ,c ~ Hn : 


Cl «F — En 




n ’ 


n 






etc. , 


r 



His igitur coefficientibus inuentis, integrale facile afiignatur : 
nam cum fit /"D0 cof. X0 — : * fin. X0 , habebimus 1 

f = A <P — B (in. <t> + i C Ba. $ 

— 3 D fin. 3 0 4- J E fin. 4 0 — etc. 
quae feries fecundum finus angulorum 0, 2 0, 3 0, etc. pro- 
greditur, Yti defiderabatur. - - ■ 

V 3 Corol- 
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Corollarium 'i. 



273. Primo patet hanc refolutionem locam habere 
non pofle, nifi n fit numerus vnitate minor; fi enim n 1 , 
finguli coefficientcs prodeunt imaginarii. Sin autem fit n~ 1, 
ob 1 -f- cof. (P = 2 cof. i (£>% erit integrale 
f _ f 4 3 Cp _ 

i i + cofi (I) J 



cofi (p J cof. i (p* 

Corollarium 2. 



tang. I <p. 



274. Cum fit A = 



et 



B =; 



V(t — n n) 

reliqui coefficientes C , D , E , etc. feriem recurrentem con- 
ftituunt, ita vt fi bini contigui fint P et Q fequcns futurus 
fit *- Q — P. Hinc cum aequationis ttzrij — i radices 
fint 1± I /| 5 ~ ” , quisque terminus in hac forma conticetur 
d ( l ~*~ ~ n nl ji x •+• p ( *•— V{ ' ~ nW) ; X . 

i* • l> 

Corollarium 3. 

275. Quia autem in noflra lege non A fed 2 A fu- 
mitur, pofiro X — o, prodire debet 2 A, ideoque a~f-p = 
-j — - — , : deinde fado X~i, fieri debet _ . 

ru — nn) 7 •* 

a + j3 1 ( 3 — ftt ~/li — n n) a — a (r — an) < 

It n n Vd — n n ) 7 

rnde a — (3 = — - — Ergo aro et Rz z — -2 

' Vli — n It) ° ~ yti — b »1 7 

ficquc quilibet terminus praeter A erit — 

a / 1 — ~l / ( 1 — n n' \X 
n it) ' n/(i — nn) * 

Corollarium 4! 

27^. Coefficientes ergo euoluti ita fe habebunt : 

A = 
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yu — «ni 

p a — a V (i — * »1 <t) 

n y ( i — n m 

/-* 4 — an n. — ./|i — n») 

n n y 1 1 — n n ) 

jQ 8 — «na — a (4 — it n) V( t — n n , 

n 1 y{ i — n n) 

E — 16 — K n n -4- a n 4 - M — — «« ) 

n 4 y (i — n m 

p 3 a — 4 o a n ion* — a ( ifr — ian n -t- n«l V( t — n n) 

n 5 yu — n ni 

«4 — 9<nn-f-3«n 4 — an* — a ( 3 a — « 3 n a-Ma<) /n — n «> 

~ * n° y u — n n ) ~ 

Corollarium 5. - 

277. Quia n <£ 1 , hi coefficientes plerumque facilius 
determinantur per feries primum inuentas, fcilicet : 



1 4- i n* 4- bJ n* 4- L±1 n' 



1.3. S. 7 „8 



rr 4- etc. 



B —n (i 4 -*«* 4- hi n* 4 - t±l n 6 -4- 4- etc. 

N • 4. « 4.*.* 4. t . S. IO 

C = In' (1 4- ^ «* -+- ■ * - -{ n 4 4- . *• - »*• * y ± « 6 4- etc. 

v *. 6 1. 6. 4. I a. s. 4. 8. 6 . 10 



}n 3 (1 4 - ti «* 4 - iLhhLn* 

v s. S a. 8.4. 13 



E = J»*(i 4 -|^.» s 4 - 



• 4» S- 6, 7 . 8. ? ; 
fi. 8. 4. 10. 6. 12 
3. 6. g. 9. 10 



5. 0» 7. y ^4 t ^ 3. 6. r. g. 9. 10 ^6 

s. to. 4. 12 fi. IO. 4. 12. 6. 14 



-f- ‘±n % 4- .‘•t-'-’ n* 4- «• 7 ~ 8 - *• '» 

' »•!* 8 . 12 . 4 - I4 8.18.4.14.6.1» 



Scholion. 

273. Cum ex his valoribus lit 
/ =: '^ ^ ® ^ n * 0 ■+* 9 C fin. 2 

— s D fin. 3 Q 4- \ E fin. 4. Cj) — etc. 

in hac ferie terminus primus A 0 imprimis cft notandus, quod 
crefcente angulo <J> continuo crefcat, idque in infinitum vs- 
quc, dum reliqui termini modo crefcent modo decrefcent: ne- 
que 
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que tamen certum limitem excedunt; nam fin. X(£> neque fu- 
pra i crefcere , neque infra — i decrefcere poteft. • Cum 
deinde hoc integrale fupra inuentum lit 
-7 — 1 Ang. cof. 

V(i — n n) ° i -t- n coj. (p 

feries illa huic angulo aequatur. Quare fi hic angulus voce- 
tur u, vt fit d (o — j ^ y/ ( 1 , erit cof.u ~ n -±JSL$.^ hineque 

» -4- cof. cp — cof. u — » cof. (p cof. m ~ o , ex quo eft vicis» 
fim cof.eP — quae formula cum ex illa hafcatur fum- 

to n negatiuo, erit 



Dtp 






S U) V[ i — n n) 

i — n coj. <p * 



et 



rAw-4-Bfin.u-f-iCfin. aciU-sDfin.soj-H^Efm.-ftd -+- etc. 



Vu — n *) 

Quia vero eft 

u rz: A Cp — B fin. Cp , C fin. 2 Cp — J D fin. 3 Cp 

Mi-ul T , 

- 4 - \ E fin. 4 cp — etc. 



ob 



: A , habebimus : 



V 1« — nn ) 

onB (fin. w — fin. Cp) -f- 1 C (fin. ju + fin. 2 CP) 

-f- 3 D (fin. 3 10 — fin. 3 CP) -f- etc. 
cuiusmodi relationes notaife iuuabit. 

‘ 1 * < 

Problema 3 6 . 

«•79. Integrale formulae d Cp ( i -f- » cof. Cp)’ per fe- 
riem, fecundum finus angulorum multiplorum ipfius (P progre- 
dientem, exprimere. 

Solutio. 

Cum fit 



(1 -+- n cof. <P) V — 1 



i n cof. (p -h v -ti=l ) n s cofi (p* 
-f- i i — ~~ ^ 1 * — ) n 3 cof. Cp 3 -f- etc. 
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11 ponamus 

(r -+-» cof. (p)* — A -f- B cof. <P -f- C cof. 2 <p 

-t- D cof. 3 Cp -h E cof. 4 <p -f- ctc. 
erit per formulas fupra indicatas: 



A — 1 4- -- 1 -* ~- I) - . 

X. 11 

. V (v — J_V 



I) (» !) ( V ^ r J fJ 4 



• l.t .... t 

v [v — 1>( » — 1-3 jj» 

1 .1. 3 1.4 



■ i.S. 3. 4 
(* — J) 1*_3*_5 



••4 



2. 4. 6 



ctc. 



B — 2 n [J 

. >|V — !)(» — *)(v — 3)(1> — 4? # IjJ S . etc< 

I. 1. J. 4- i *. 4. 6 

quae feries ita clarius exhibentur : 



A=i + 



_ » t» — !'(»*—«)(» 3) fj 4 

‘ »• *• 4- 4 

j v (» — ' K» — »)(» — 3Mv — 4 )(v — t) fj< _j_ gj c 

2. 2. 4« 4. 6. 6 



1B = J» + 



v (* — i) (* — 1 ) n 3 



v<» — t ) 1» — ») (» — 3) { v — 4 ' jjS 
*• a. 4 . 4. * 



etc. 



Inuentis autem his binis coefficientibus AetB, reliqui ex his 
fequenti modo commodius determinari poterunt. Cum fit 
v l (1 -f- n cof. <P) — / [A -f- B cof. (P -f- C cof. 2 <p 

-+- D cof. 3 (p -f- E cof. 4. <P -f- etc.] 
fumantur differentialia , ac per — d<P diuidendo prodit 

< n fin. B/in a> -*- » C /in. a$ -l- 3 DJht. 3$ -4- 4 E fin. 4$ -t- e! e . 

I -t- n cof. $ A -t- B cof. (f) -t-c eo/, a <p — f— 1J coj. 3 (f) -HTco/r7$4^ffc. * 

Iam per crucem multiplicando, 

ob fin. X (p cof.cp ~ ] fin. (X-+- 1 ) 0 -+■ ] fin. (X — i)<p ct 
fin. (p cof. X (P — l fin. (X -t- i) <P — J fin. (X — i) <p, 
peruenietur ad hanc aequationem : 
o=B fin.<p-+- 2Cfin.2(p-H 3D fin.3<p-+- +E fin.4<p-»- 5F fin.5Cp-f- etc. 



-t- i B» 


+ i Cd 


-+- i D« 


H -3 E» 


••+- 1 C»-*- 1 D» 


-+- 1 Ea 


-+- i F« 


+ 1 Gs 


~ vAn—l B» 


-i Cn 


— ii D» 


— i e» 


-t-* C« i D» 


-+- 1 En 


+ ;F» 


+1 G# 



X 



vnde 
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vnde hae fequuntur determinationes : 

(v+a) C « -+- iB — ivKn—o 
(y+3)D»+ +C— (v— x)B» = o 
(v -+- 4) E « -+- 6D - (y — 2) C « m o 
(m- 5 )F«+ 8E — (y— 3)D» = o 
( y+6)GB+ioF-(K-4)En = c 

' ' > 1» -i- 6) n 

vbi fi fuperiores valores pro A et B fubftituantur , reperitur: 

, „„ . av(*— II*— 3' B 1 _1_ 3»(v— i fly— a)lv— 3)1»— 4 X »— »1 n^—P.tC. 

V.T»T 7 *• 4. 4. 6 . *. 4. 4 . «■ «• * 



C A » — 

|l + !)« 

D — (V— ■) B« — 4 C 
» » -i- 3 > n 

E (» — a'C n — * P 

(* 4 > « 

P (v — 31 Dn — «E 

_ i* -+- i) * 

(j ( v — 4 ' K n — io F 



j /i. * v (* — il (V — ») . a. 3 ■< (v — i> v — D I» — 3' 1 » ■ 



Dn 8w 3 ~ 

u ' S. ». 4. 4 



6 S. ». 4 - 4- *■ *• 

£ I( J fl4 ^ I-«- 3 »iv— I )'»—»)(» — 3) - i 5- i- «.» V ~ T ' 



4 ) „* 



etc. 



4. 4. 6. 



| 1. *. 4. 4. 6. 6. I. 8. 1» 

etc. , 



(»-S> 



etc. 



vnde forma fequentium ferierum colligitur. 

His autem inuentis coefficientibus, erit integrale quae» 

fi tum 

/d (J) (i -4- n cof. (p)*~ A (p -4- B fin. <P - 4 - i C fin. 2 (P 
-+• | D fin. 3 0 + JE fin. 4 <p - 4 - etc. 



Corollarium i. 

• 280. Ad fimilitudinem harum ferierum pro C, D, E 

etc. datarum , etiam valor ipfius B ita exprimi poteft: 

tj — »n,-mv-iu »-3)iv-^j „* etc . 

D — z n v* -f t> - 4. S. 4. 4. 6 

Series autem pro A inuenta formam habet fingularem in hac 
lege non comprehenfam. 

Corollarium 2. 

281. Si feries A et B inter fe comparemus, varias 
relationes inter eas obferuare licet, quarum haec primo fe 
offert : 

A n 
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A n + I B = f -L ±11 n fi -+- -+- ii*: — of» — , >(» — »> „* 

* *■ »• 4 *• 4 - 4 * . * 

v . »* -+- etc -i 

quae a ferie A tantum fecundum denominatores differ. 

Corollarium 3. - 

482 . Ponamus » * " " m v t fit 

» -+- a 7 

N = «* + — ^ » 4 -h ><v-o'(y-»>.ir- a > n * etc . 



A z=z 1 -4- 



V (V ■ 



— ~H r^v~~~- ~~ >] (> ~~ 3 ) ff* etc> 



Quodfi iam n vt variabilis traftetur, differentiatio praebet: 



3 N 
n d n 



v(v — I) , 



> 1 » — 1 ) | < — 2 ) (» — 3 ) 



«♦ -+• etc. - 2 A. 



Cum igitur lit' * 

3 N 4 A n 9 n -f- B 3 n -4-" 2 n n <) A -f- n d B ^ ^ ^ ^ ^ 

erit 2 v A » d » — i«n9A + B3s + n3B. 



Corollarium 4. 

283* Ex dato ergo coefficiente A, coefEciens B ita 
per integrationem inueniri poteft, vt lit 

B n — 2 f(v An dn — n n d A) : 

rei erit etiam ex illa forma 



B = lH±^l/Andn~2An. 

Vbi notandum eft, pofito «— o integrale /Andn euanefcero 
debere, quia hoc cafu B euanefcit. 



Scholion. 

284. Series pro litteris B, C, D, etc. inuentas etiam 
fequenti modo per continuos faflores exprimere licet : 

B = v n (1 -+- Usz±l{rzi> »’ .+. p n ' p „« .+. etc . 

X 2 C — 



— 
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£ __ — # /'j j (v — iH» — 3) i |v — 4l t» — *T p „• ' 

1. a * ' 1 2. & 1 4. s 

4 - P n' 4 - etc.- 

6. IO 

D ~ V — T) — a) . — f I -4- ( v — 3) (» — 4 ) (v — S) (v — »6) p jji 

~ 1. a. 3 4 ^ a. S 1 4. 10 

-4- P«* + etc. 

E zz: »(» — n (» — »i (» — 3) ^ /j (» — 4 )(» — t) n <t (»— «)u— ?> p 
^ a. 3. 4 8 ^ a. 10 4. ii 

4- (»-»> _ < * _; =» . > P n* -4- etc. 

F — *•-: • • (Y ~ 41 . ?j (1 4- „* _4_ (»_-7)(y->) p ^ 

4 _ ;» - >_).(_» -»o) p „* _j_ ctc . 



vbi in qualibet ferie littera P terminum praecedentem integrum 
denotat. Atque ope ferierum iftarum coefficientes plerumque 
facilius inueniuntur, quam ex lege ante tradita, qua quisque 
ex binis praecedentibus determinatur. Quin haec lex defedhi 
laborat, quod fi v fuerit numerus integer negatiuus praeter 
— 1, quidam coefficientes plane non definiantur, quos ergo 
ex his feriebus defumi oportet. Ita fi fuerit 

v — — 2 , erit ^~v A n — — 2 A n , et 
e = \ . 1* (I 4 - ti «* 4 -^-: * 4 - * H- ctc.) 

1 2 ' 1 2, 6 «. 4 . 4. 8 a. 4. 4. t. 4. 10 ' 

fi fit v — — 3, erit C ~ — B «, et 

D ~ — iii . 5 ? ( x -4- iil »® -+- •ih.K'. n* ■+■ «•!■•”• ,r n s -+- etc.) 

l.a 4 v 1.3 1. S. 4. 10 a. ». 4. 10. 4 . ia ' 



6 iU v 4, erit D ~ — C n, et 

E — ,iVi + Lls’ + » n* -t- Lf-,”- »:.»•” -+- etc.) 

1.2.3 * v a. 10 a. 10. 4. ia t. io. 4. ia. t. 14 

fi fit y ~ — 5 , erit E ~ — D », et 



f — — (j - 4 - 

* I. a. 3. 4 V. 1 



•t ita de reljquis. 



«g- ” n * _L_ 10. »• ra. 13 ,j4 
a. ia > * a. 12. 4. i 4 

_ 10. II. ia.i 3 . 14. IS „S 1 
a. xa. 4. 14. 4 . 14 



Exem- 
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Exemplum i. r 

2 85 - Formulae 3 <$> (i -f- n cof. $)' integrate euoluere , 
Ji v Jit numerus integer pojitiuus. . 

Pofito (x -f- n cof. 0 )* A 4 - B cof. (J) 4- C cof. 2 (J 5 
4 - D cof. 3 4 ) -f- E cof. 4 <J) -f- etc. 
pro Ungulis valoribus exponentis v habebimus: 
x.) ii v ~ 1 ; A— i; B“2j C — o; etc. 

2. ) fi v- — 2; A— x +J»'; B:s n; C = Dro; etc. 

3. ) fi k — 3; Ar:i+i»‘; B = 3 n (x -+- 5 »*); C =z$n*j 

D == i n 3 ; E — o ; etc. 

4. ) fi y = 4; A=i+J«' + i»*i B = 4j(i+j»')| 

C 3 n' (1 4 - J «*) ; D — n 3 ; E = { n 4 ; F ~ o. 
Hi autem cafus nihil habent difficultatis. Ad vfum fequentem 
tantum iuuabit primum terminum abfolutum A nota (Te : 
fi v — 1 j Ar: ij 
fi v — 2 ; A =z 1 -f- n s ; 

fi k = 3; A= 1 4 ~r|» a ; 



fi k = 4 ; Am+^sV-f- 



4 - 3 . t . I 

*• *• 4 - 4 



n 4 ; 



fi v — 5 > A=i+^»‘+ » 4 ; 



fi V — 6; A— I-f-- 



• *• 3 n * 4- 3- »• ; , 

a. a. 4. 4 a. 2. 4. 4. 6. 4 



fi v — y, A — x -f- Li 4- LJiiu »♦ 4- »*: 

" *. * ' 4 - 4 1 1. *. 4. 4. «. 4 ’ 



etc. 



iuoluere. 

- 1 



Exemplum 2. 

2 8 < 5 . Formulae — - — integralc per feriem 

(1 4-« cof.tj);' 4 



X 3 



Po- 
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Pofito *— — A -H B cof. <J) -+- C cof. 2 (1) 

(i -f-« Cof. $)* 

-f- D cof. 3 <$> -h E cof. + <$> -f- etc. 
ex praecedentibus formulis ponendo v — — p. erit 

^ J _1_ ff I M(1+ i)(H-H»)iM.-l-3) ff4 

1 a. * 1 a. a. 4 . 4 

| |x ih-(- i)(R-t-a)lM -- >-3)(K-H4H.u.-4-s ) n «_f_ gf c 

B ~ |JL K (i -f- 



a. a. 4 , 

<H-f- i) |x-t-a) w * 

4 



*• 4 4- 

6. 8 



4 . «. « 

3l(K*4-4j p 



etc.) ; 

C i) /j I_ (|X al IU.-4- 3 ) ^a _i (>x -I- 4) l|x -f- i ) p 

, (*-+- P «* -p- etc.) ; 

6. IO ' 

r» — IMU + Om-t-*) ** f r _i- (H -4-3UH-t-4) « t «_i_ (M -4- 5 W|x -4- « ) p „a 

— H a. 3 * 4 ' »■ * 4- 

-f- <£±±!J 21 ±iJ P » 4 -+- etc. ) i 
etc. 

?bi Tt ante in quaque ferie P terminum praecedentem deno- 
tat. Hi autem coefficientes ita a fe inuicem pendent, vt fit 
B rr -»te-n-»j/A ndrt — iAn et 



Q a B -4- a |t An . 

<|X — a)a * 



4 C -4-"(|x -+- «> B n . 

» 



IU — 4 ) 1 



(H — 


31 n 


« E-f-(|i- 


+- -=) D» 


(u. — 


i) n 


ia O -4-IR 


-4- 5 ) F » 


(H, — 7)n 



etc. 

Vbi incommodo , quando p. eft numerus integer , fupra iam 
remedium eft allatum. Hic igitur praecipue inueftigamus quo- 
modo coefficientes cuiusque cafus ex cafu praecedente deter- 
minari queant, quod ita fieri poterit. Cum fit 

1 — - A + B cof. (p 4- C cof. 2 (p 

K N u 



(i+s cof. (p ) H 



-f- D cof. 3 <P -+- etc. 



po~ 
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ponatur 

1 _ = A' -f- B 7 cof. <J> -+- C' cof. 2 0 

(i -t-ncof. (p)^ 1 

-f- D 7 cof. 3 <f> -f- etc. 

haec igitur feries per i -f- » cof. multiplicata in illam abire 
debet, eft autem prodndum 

A 7 -t- B / cof. 0 -f- C 7 cof. 2 (f) -f- D 7 cof. 3 0 -+- etc. 
A' n -hlB'n -+■ J C 7 » 

— 1 B / n -+- i C / n — j— 1 T) / n y 

vnde colligimus . T 

g/ _ t( \ — A') . Q/ __ « { B — B' ) — t K' n . 

D 7 — «(c-et — *'« . E / _ Mn-n')-r» etc# 

it n. 

dummodo ergo coefficiens A / conftaret, fequentes B 7 , C 7 , D 7 
etc. haberemus. Videamus igitur quomodo A 7 ex A deter- 
minari pofTit: quia eft 

A = r-f- tilL±J ■> -f- iuM-»i(>t + «)m + i) «4 etc _ 

a a a a 4 4 

A' — I _J_ (H-4- ff (H-4-l)l,q-)-a)(M.-4- 3 )(M- -4- 4 e j c> 

a a 8844 

tradletur n vt variabilis , ac prior feries per tp multiplicata 
difierentietur , vt prodeat . 

d A __ rfx-t H OH-/*) (f*H- 
d n 2. • 2 

_l_ Kh- + 0 C M--+- *) (M--^ 3) (n-t- 4 ) ^ efc> 

2. 2. 4. 4 

quae feries manifefto eft ~ jj. n' 1- * 1 A 7 ; quocirca A 7 ita per 

A determinatur, vt fit 

A/ d . A » u A n d A 

d . rf u 0 n 

^ . ' 

Cum igitur pro cafu fx~ i inuenerimus 

A = 
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A = 
A' ~ 



i u 3 A 

— ; ob - — — 

y( i — n n) on 



; erit 



(i — nnf 
n n i 



V ( i — n n) , -i . J 

r K J (i — nn ) (j — nn ) 

Hic iam eft valor ipfius A pro /x — 2, vnde ob 

3 A 3 n 

d n 



A — 



(i— »»)• 
i 



fiet pro /x = 3> 



3 nn i -hin h 



(i — an )* a (i — nnf (i — n n)' 

Hoc modo fi vltcrius progrediamur, reperiemus: 

T 

fi }x— i i A ~ 






fi (x ~ 2 ; A — 
fi }jl — 3 > A ~ 
fi /x = 4; A=r 



(1 — n n) \/ (1 — n ») 

1 —I™ 3 n n 

(1 — n n/ Y (1 — «»)’ 
1 -hin n 

(1 — nnf V (1 — n n)’ 



. n^-,;A = — 1 3 ” ” -tig — 

( 1 — nnf}/ ( 1 — n n) 



Corollarium 1. 

287. Eodem modo etiam reliqui coefficientes B', C ' 
etc. ex analogis B, C etc. definientur, eruntque omnes iftae 
relationes inter fe fimiles, fcilicet vti eft 

JA — 
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♦ 






A' 

B' : 

C' 



d. A n* A , » 3 A 
d.rf" fi d n * 

- B+ ,rav 

. 3. C a 1 * ^ . nd C 



d. tf- 



I xd n 
etc. 



ita erit 



Corollarium 2. 

588- At ante inuenimus B / _ vndc fiet 

= = W»cque‘ ■ 

fx B d n -f - n d B -f- 2 d A =: o : 
mult. per n» — 1 vjt fit 

, 3 .B^+i» M - , 3 A = o, 
rnde integrando 

B « M = — 2 /V— 1 3 Ar — 2 w ' 4- 1 A -4- 2 (ja— x)/A« ,l, “ f 3 »: ' 
ideoque 

B = -i^+ ~S-.P-.-ll } /A *-• 3 n. 

n - w* 

At ante habueramus 

B — — 2 A« — iiE=2» fAndn. 

1 n y 

Corollarium 3. 

289. His valoribus aequatis, obtinetur aequatio inter 
A et », qua quantitas A per n determinatur, erit enim 
3 A — A n + ( £r=ri/A ndn : 
rnde per duplicem differentiationem prodit 

( 1 — n w) 3 3 A -+- — 2 (p. 1 ) a 3 » 3 A — p. ( |x -s- 1 ) A 3 »* o , 

Y Scho- 
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Scholion i. 

290. Si hos valores ipfius A cum fuperioribus , vbi 
ja erat numerus integer negatiuus , inter fe comparemus , exi- 
miam conuenientiam deprehendemus. 

Pro fuperioribus. Pro his formulis. 

fi y- oj Ari 0 firi; Ar - 



<- 1 : Ari 



y- 2 ; 

v-y, Ari 

vz-fj Ari -4-3^-4-i^ 



0 jxr 1 ; Ar 
H= 2 } Ar. 
fxr 3 i Ar. 
p.r + ; Ar. 



/(1— «») 

1 

1 



ii — e . A - 

(i-nnjVC 1 -»») 



vnde concludimus , fi fuerit 

(i-f-wcof.Cpyrr A-f-Bcof.Ct>+Ccof. 24)-+- etc. 

(1 -+-»cof.<p)“*“ I r5(-+-S5cof.Cf)-4-£cof. 2CP-+- etc. 

fore 21 rr . 

* (i — nnyY( 1 — n n) 

Quare cum pro cafibus , quibus v eft numerus integer pofiti- 
vus , valor ipfius A facile definiatur , etiam pro cafibus , qui- 
bus eft negatiuus, inde expedite aftignabitur. 

Scholion 2. 

291. Cum pro cafu fupra ralores fingularum 

litterarum A, B, C, D etc. fint inuenti, fcilicet pofito breui- • 
tatis gratia = m , 

Arr 



Digitized by Google 



CAPVT VL 



A i . p « "» . r , *mm . -p^ — . * nJ 

A V( i — nn)’ v\r — »»l’ Vu — nn)* V( i — nn)J 

et in genere pro termino quocunque N = — : fi pro 

y (i — nn) 

fimili termino cafu juurra, fcribamus N 7 , erit Nunc 

d. N » 2 tn x 2 X b m K ~ * 9 w 

autem e(t — =: -+- =r — 7- : tum vero 

d " <,-»»)< 

K= .^i ■*-") ’ ™ de colligimus 

• 2 w x 2 X w x 2 w x fx-H X Y(1 — n n)] 

~ I -«”~ (I— »»)/(!— «»)' 



Quare fi ftatuamus : 



(1 -(- n co/. 4 > )> 



— A H- B cof. (J) -f- C cof. 2 (f) 

— J— D cofi 3 0 — f~ E cof. 4 0 -f- etc» 



A ~ 1 B _ gw[x-t--/(x— nn)] ^_ 2w a [x-t-a]/(i— ww)] 

x— n») * (1 — »«)* (1 — n n) s 

d = r» + 3 ^fx— »») ] 

. ’ . , i 

(1 — n nj 

Verum fi exponens fx fuerit numerus fra&us, coefficientes A, 
B, C, D, E, etc. haud aliter, ac per feries fupra datas de- 
finiri poife videntur. Primus autem A modo peculiari vero 
proxime afiignari poteft, quemadmodum in problemate fequen- 
te docemus. 

Problema 54. 

! 1 £ v -i *■ 

292. Pro euolutione formulae (i -f- n cof. <J)) V in hu- 
jusmodi feriem A -f- B cof. <J> -f- C cof. 2 (J> -f- D cof. 3<P-+- 
Ecof. 4-CP-t- etc. terminum ab folatum A vero proxime definire. 

Y 2 So- 
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Solutio. 

Cum neceflario fit n <£ i , feries quidem fupra inuenta 
'pro A conucrgit, verum fi n parum ab vnitate deficiat, per- 
multos terminos a&u cuolui oportet, antequam valor ipfios A 
fatis exade prodeat, praecipue fi v fuerit numerus mediocri- 
ter magnus tam pofiti^us quam negatiuus. Quoniam tamen 
pofita euolutionc huius formulae (i -+- n cof. 31 -fr- 

5B cof. 0 -i- € cof. a <p -f- etc. a termino SI illa A ita pendet, 

Tt fit A r: (» — »*) * 21, pro hoc termino A inueniendo 

duplicem habemus feriem 

A , . »(»— ii-» . »H— i )(v— i)t »— 3 ) „4 , <(»— iKv — ^ »X*— ptr. 

A 1 a. a «. a. 4 4 4* • 



f y 4- I ) I 



. fv 



A = (i-»a) 0 

i (v-4- i )(»-♦-«< (»4- 3) ( » ' ' v ^ O ' 



i) |y 4- i ) (» 4- j>(i4 4 ) fj 4 



-> n 4 



etc.) 



quouis cafu ea vfurpari poteft, quae magis conuergif. Verum 
tamen quia reliqui coefficientes B, C, D, E, etc. tandem con- 
vergere debent, hinc alia via ad valorem ipfius A appropin- 
quandi patet. Quoniam enim hi coefficientes alternacim per 
pares et impares poteftates ipfius n definiuntur, fumto angulo 
quocunque a erit 

(i -+- n cof. a)’=rA + B cof. a. 4- C cof. j a + D cof. a a 
-b E cof. 4 a -+* etc. et 
(i — b cof. a)’ — A — B cof. a+C cof. 2 a 
— D cof. 3 a -f- E cof. 4 a — etc. 

His igitur additis prodic 

{ (1 -b « cof. a.y -f- i (1 — n cof. a)” ~ A -f- C cof. 2 » 
-b E cof. 4 a -f- G cof. fi« + etc. 
vbi fi pro a feribamus po° — a, erit 

2 0 
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*7I 

* (i -\-n fin. a)” -4- S (i — fin. a)* = A — C cof. 2 «e ; 
-f- E cof. 4 a — • G cof. 6a+ etc. 
fnde his additis, femiffis terminorum denuo tollitur. Forme* 
mus plures huiusmodi exprediones , ac ponamus breukatis 
gratia : 

J ( i -+- n cof.a) v -t- 5(i — n coda)* J ( i -f -n fin-a)*-*- J (t — n fin.a)* = 9t 
| ( i -+- n c o f. ( 3 ) *-+- 4 ( i — n c o f .(3 /-+- 4 ( i -+- n fi n . £)* -+- i ( i — n C n . ( 3 / — 95 
|(i -+■/* cof. y)'-+- 4 ( r — n cof. y) ¥ -f- 4 ( i -+-/» fin. y) v -4- 4(1—« fin. y)* — € 

etc. 

ct pro coefficientibus B, C, D, E, etc. fcribamus refpediue 
(1), (2), (3), (4), etc. quo facilius terminos ab initio quan- 
tumuis remotos repraefentare podimus, Habebimus ergo 

SI ~ A -+- (4) cof. 4 a -+- (8) cof. 8 a (i 2) cof. 1 2 a ■+• etc. 

83 = A -4- (4) cof. 4 (3 -+- (a) cof. 8 0 ■+■ (1 2) cof. 1 2 (3 -+• etc. 

€ = A -+- (4) cof. 4 y -+■ (8) cof. 8 y *+■ (1 2) cof. uy + etc. 

etc. 

Atque hinc fequcntes approximationes adipMcimer. 

I. Si capiamus 4 a — 1 fcu a~ j, prodit 

Si — A — (8) H- (16) — (24) -b etc. Ergo 
A = 9 l-f- (8) — — etc. 

Quare fi termini (8) et fequentes ob pavuitatem contemni 
queant , erit fatis exade . 

II. Sumamus duas feries ac ftatoamos 4« = * et 

4 P — vt fit a — J, et (3 ~ y erit cof. 4«+ cof. 4 (3 — : o, 

cof. 8* + cof. 8 f 3 — o, cof. na + cof. 1 2 (3 zz o et cof. 16 a 

cof. |3 rr: — 2, vnde fequitur : / . 

21 -b 33 := 2 A — 2 (i<S) -b 2 (32) — 2 (48) -f- etc. 

Y 3 ideo- 
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ideoque 

A = 2 ( 9 t + »)-+- (i <0 — ( 3 *) + ctc. 
vbi numeri (3 2 ) plerumque tam erunt parvi, vt negligi 
queant. 

III. Addamus tres feries, ac ftatuamus 401—« J4|3- 3 f; 
4 y — vt fit a — (3 — y = £; eritque 

cof. 4-a-HCof. 4(3-+- cof. 4y=o cof. 1 6a-+- cof. 1 6 ( 3 -+-cof.i (Syro 
cof. 8a-+-cof. 8 ( 3 -+-cof. 8y=o cof.2oa-+-cof.20(3-4-cof.2oyra 
cof. 1 2« cof. 1 2p -t- cof 1 2y ~ o cof. 24« -+- cof. 24(3 -+-cof. 24y-~3 : 
vndc colligitur 

A rr 3 ( 2 M- & -4- €) -+- (24) — (43) -f- etc. 

« 

IV. Si haec determinatio non fatis exadta videatur , 
addantur quatuor eiusmodi exprefiiones 2f, 23 , (£, 53 , fitque 

4» = ’i 4 p = 7 i 4 y = 7» 45 = 7» 

ac reperietur 

5 H-S 3 H-€- 4 -© = 4A — 4 (32) -4-4 (64) — etc.‘ 
ergo multo propius *. 

A = |(a 

» 

Corollarium 

293. Ex inuento autem valore A fequens B fatis ex- 
pedite reperitur, cum fit 

B = 'Ji±SLf A ndn — 2 A ». 

Quatenus ergo in A ingreditur membrum (1 » cof. a)”, vel 

(1 -4- » /)”, dum / omnes illos finus et cofinus compledtitur , 
inde pro B oritur 



n J v ( v-+-i)nff 

Corol- 
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Corollarium 2. 

294. Cognitis aurem coefficientibus AetB, quemad- 
modum fequentes omnes ex illis deriuari poflint, fupra often- 
dimus. Iis vero inuentis integratio formulae 54)(i -+-w cof.Cj))’ 
per fc eft manifefta. 

' ■ • ' Problema $5. 

295. Integrale formulae d (p / (i -4- n cof. (J>) per fc- 
riem fecundum finus angulorum <J), 2<J), 3 <P, etc. progredi- 
entem euoluere. 

Solutio. 

Cum fit 

/ (1 -t- n cof. <£>) = n cof. 0 — In 2 cof. <£>’ 

-f- 1 n 3 cof. <p 3 — 5 » 4 cof. -f- etc. 



erit his poteftatibus ad fimplices cofinus redu&is. 

cof.(J>)= -+-»cof.0-|.i»«cof.2(J>-+-j.|» 3 cof.34)-i.J« I cof.4<p 

— {.{»* -4-3 .^ n 3 — 



'5 -I*' 



, ,o ni 



t 3 *.4 



r 10 4,6 , 1 35 n 7 
3*31« 



15 

yi” 



I 35 n % 



Quare fi ponamus 
/ (i-h n cof. <p) rr — A - 



■ B cof. 4) — C cof. 2 Cj) •+■ D cof. 3 0 — etc. 



erit 



A = -h 



1 n* 

* • — ' 



Ll? 

a. 2 



«4 

4 



1. 3. $ 

* 46 



I- 3« $♦ 7 

2 . 4. 6. 8 



? etc. 



confiderato ergo numero n vt variabili, erit 



— J»/*-*- — « 4 -+- n * 

dn #.4.6 



etc. “ — ■ — 1 

rii^nn) 



Hinc 3 A — 



d n 



n 



, vnde integratio praebet; 



n V(i — n n) 

A~ r~ V{i ^ nn) — — 



hoc 
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hoc enim modo euanelcente », fit A — I i zzz o. Tam Tero 
erit 



*■ 4 3 4 



!L -j- etc. 



vnde differentiatio praebet 



nnJB t „ _ 

•—5 — 1 n n 



— /7 4 
»•4 



ergo i 3 B ~ — 

^ «1 n V(i — n n) n n 



1 fi — — l 7 (r — nn) 



. t 
n 



LLi n- etc. =r 1 , 

*• 4 * * Vh—un) 

, et integrando 

_ Q — - 1 — V(t -.nn» 



integrali ita determinato vt euanefeat pofito n — o. 



Quocirca pro binis primis terminis habemus : 

A ~ l 1 — 11(1 — n ") et B — 1 — - vn — n n) . 

n n ’ n * 

vt fit A — / 1 . At pro reliquis differentiemus aequationem 
aflumtam 

= — B 3 0 fio. 0 + 1 C 3 0 fio. s 0 

— 3D 3 $ fin. 3 4.E a<|)fin.4(J)— etc. 

ieu 

0 = — B fi"- $ -* 2 C fio. 0 0 

— 3 D fin. 3 <J) -h 4 E fin. 4 (J) — etc. 
Quare per 2 -+- 2 n cof. (J) multiplicando prodit ; 

o=anfin.<p— 2Bfin.4)-t-4Cfin.2<p_6Dfin.3Cp-+-8Efin.44)— etc. 

— B» +2C n 3 D« 

-f-aC« — 30« +4E» — 5F/1 

vnde colligimus : 

C — 5 ^? ; D ~ 4_C — B n . P 6 P — 5 C n . p — «E — jD». 

R 3 n 7 " — f 1 . ■ f 

Cum igitur fit B — »-» *-'(* — »n> erit r — f 

c=( i=a;— » »/. tum ; ero 

% 

D — 



0r 
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D— E = Frj(-^.-. ,, .’) i i etc. 

Hine fi breuitatis gratia ponamus — ~ " . I 1 . 1 — m , erit 

/(i + » cof. (P)“ — / ip-+*iOT cof. 0 — J «I* Cof. 2 $ 
4-jw 3 cof. 3 0 — \ m* cof. 4. 0 -+- etc. 
ideoque integrale quaefitum : 

fd<pi(i-*-n cof.0) = Conft.— 0 l~ -+- 5 w fin.0 — 1 w*fin. 2 <J> 
-t - 1 m 3 fin. 3 0 — n m* fin . +0 -»- « w 5 fin. s 0 — etc. 

Corollarium. 

*ptf. Quodfi ergo ponamus n =r 1 , erit m ~ 1 et 
/ (1-4- cof.0) =—/ 2-+-iCof.0— scof.20-+-|cof.30— 5cof.40-+-etc. 

et ■ 

l (1— cof.0) — —i a cof.0— |cof. 20—! cof.30 — * cof-40 — etc. 

Cum iam fit 

1 -+- cof. 0—2 cof. * 0 * et 1 — • cof .0 — 2 fin .1 0% erit 
/ cof. J 0 “ — / 2 -+- cof. 0 — J cof . 2 0 j cof. 3 0 — \ cof. 4 0 e tc. et 
/fin. J 0 i =— /2 — cof. 0 — acof. 2 0 — jcof .3 0 — |cof. 40 — etc. 
hinc 

/tang.J0=:— 2 cof. 0 — jcof .3 0— |cof .5 0— rcof.70— etc. 



Z 



CA. 
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METHODVS GENERALIS 

INTEGRALIA QVAECVNQVE PROXIME 
INVENIENDI. 

Problema 36. 

297. 

F ormulae integralis cuiuscunque yzz/Xdx valorem vero 
proxime indagare. 

Solutio. 

Cum omnis formula integralis per fe fit indeterminata, 
ea femper ita determinari folet, vt fi variabili x certus qui- 
dam valor, puta o, tribuatur, ipfum integrale y — /Xd x da- 
tum valorem, puta obtineat. Integratione igitur hoc modo 
determinata, quaefiio huc redit, fi variabili x alius quicunque 
valor ab a diuerfus tribuatur, valor, v quem tum integrale / 
fit habiturum, definiatur. Tribuamus ergo ipfi x primo va- 
lorem parum ab a diferepantem , puta x —a -4- a, vt a fit 
quantitas valde parua: et quia fun&io X parum variatur, fiue 
pro x feribatur a fiue a -+- a, eam tanquam conflantem fpc&a- 
re licebit. Hinc ergo formulae differentiatis X d x integrale 
erit Xjc -*~C onft. —y; fcd quia pofito x~a , fieri debet y — b, 
et valor ipfius X quafi manet immutatus, erit Xa-»-Conft. = £, 
ideoque Confl. ^b— Xa, vnde confequimur y~b-+-X(x — a). 
Quare fi ipfi x valorem a -+■ a tribuamus, habebimus valorem 
conuenientem ipfius j, qui fit z=zb-+-fi; ac iam fimili modo 
ex hoc cafu definire poterimus y , fi ipfi x tribuatur alius va- 
lor parum fuperans a -ha: pofito igitur a-*- a loco x , valor 

ipfius 



Digitized by Google 



CAPVT VII. 



X 7S* 

ipfins X inde ortus denuo pro conflante haberi poterit, inde- 
que fiet y — b -+- (3 X (x — a — a). Hanc igitur operatio- 
nem continuare licet quousque lubuerit, cuius ratio quo me- 
lius perfpiciatur , rem ita repraefentemus : 

fi x — a fiat X = A ct y — b 

fi x =z a / . . X == A' . .y — V — b -+• A (</ — a) 

fi x = a" . . X = A" . .y = b" = i/ -f- A' (a" - O' 

fi * — .X=zA'". .y = V"z=b"-+- A" (a?" - a") 

etc. 

Tbi valores a, a // , a , etc. fecundum differendas valde 
paruas procedere ponuntur. Erit ergo b' — b->t-A{a' — a), 
quippe in quam abit formula inuenta y — b -+-X ( x — a): fit 
enim X = A, quia ponitur xz:a, tum vero tribuitur ipfi x 
valor — a', cui refpondet y — b' : fimili modo erit b" ~ 1/ 
-+- A' (a" — a?) i tum b"' — !/'■+■ A " (a /// — a // ) etc. vti fupra 
pofuimus. Reftituendo ergo valores praecedentes habebimus: 

b' —b-+-A(a'-a) 

b" —b+A (a' -a) -+- A' (a"- aT) 

b'" —b+A (a?— a) A' ( a a') -+■ A // (a /// — a") 

b""— b- 1- A (a -a) -4- A' (a"- a ') -+- A" (a"'— a?')+A" / (a' / "-«" A ) 

etc. 

vnde fi x quantumuis excedet a, feries a', a", a"\ etc. cre- 
fcendo continuetur ad x, et vltimum aggregatum dabit valo- 
rem ipfiu» y . 

Corollarium i. 

298. Si incrementa, quibus x augetur, aequalia (la- 
niantur fcilicet r : a, vt fit a =: a a , a // -a+J«, a 7// — 

a 3 a, etc. quibus valoribus pro x fubflitutis fundio X abe- 

Z 2 at 
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at in A x , A", A /// , etc. atque vltimus illorum, puta a -+- n a* 
fit = x, horum vero X, erit 

* y = b -+- a (A ■+• A' -+- A"+ A'" +X). 

Corollarium 2. 

299. Valor ergo integralis jr per fummationem feriei 
A, A'', A f/ .... X, cuius termini ex formula X formantur, 
ponendo loco x fuccefiiue a , a -+- a, a+sa . . . . <t-+-«a, erui- 
tur. Summa enim illius feriei per differentiam a multiplicata 
et ad b adiefta, dabit valorem ipfius y, qui ipfi x =: a -+■ n a 
refpondet. 

Corollarium 3. 

300. Quo minores ftatuuntur differentiae, fecundum 
quas valor ipfius x increfcat, eo accuratius hoc modo valor 
ipfius y definitur. Siquidem termini feriei A, A / , A", etc.- 
inde etiam fecundum paruas differentias progrediantur, nili 
enim hoc eueniat, illa determinatio nimis erit incerta. 

Corollarium 4. 

301. Haec ergo approximatio ex do&rina ferierum ita 
explicatur: 

Ex indicibus n, a', a // , a,'" . ... x formetur 

feries A, A', A', A"' .... X 

cuius ergo terminus generalis X ex formula differentiali dy 
— Xdx datur. Tum in hac ferie fit terminus vltimum prae- 
cedens 0£, refpondens indicii; hincque noua formetur feries 

A {a' — a) ; A / (a?' — a') ; A" (a?" — a") 'X (x — x), 

cuius fumma fi ponatur ~S, erit Integrale y z=:fXdxz=:b-*-S 9 
proxi me. 

Scho- 
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Scholion i. 

302. Hoc modo integratio vulgo explicari folet, vt 
dicatur, efTe fummatio omnium valorum formulae differentialis 
Xd*, fi variabil x fuccefiiue omnes valores a dato quodam a 
vsque ad x tribuantur, qui fecundum differentiam dx proce- 
dunt, hanc differentiam autem infinite paruam accipi oportere. 
Similis igitur haec rado integrationem repraefentandi eft illi , 
qua in Geometria lineae vt aeereeaM infini»®.-" puucuirum 
concipi (Olent, quae idea, quemadmodum fi rite explicetur, 
admitti poteft, ita edam illi integrationis explicatio tolerari 
potefi, dummodo ad vera principia, vti hic fecimus, reuoce- 
tur, vt omni cauillationi occurratur. Ex methodo igitur ex- 
polita vtique patet, integrationem per fummadonem vero pro- 
xime obtineri polTe , neque vero exatfte expediri , nifi diffe- 
rentiae infinite paruae, hoc eft nullae, ftatuantur. Atque e^ 
hoc fonte tam nomen integrationis, quae etiam fummatio vo- 
cari folet, quam lignum integralis / eft natum, quae, re bene, 
explicata, omuino retineri poffunt. 

Scholion 2. 

303. Si pro lingulis interualiis, in quae faltum ab a 
ad x diftinximus, quantitates A, A / , A", A w , etc. reuera 
effent conftantes, integrale fXdx accurate impetraremus. Ea- 
tenus ergo error ineft, quatenus pro lingulis illis interualiis iftae 
quantitates non funt conftantes. Ac pro primo quidem inter- 
vallo, quo variabilis x a termino a ad a' procedit, A eft va- 
lor ipfius X termino a conueniens, alteri autem termino af 
refpondet A'; vnde quatenus non eft A / =:A, eatenus error 
irrepit: cum igitur in iftius interualli initio fitXrrA, in fine 
autem X “ A / , conueniret potius medium quoddam inter A 
ct A' alfumi, id quod in corretftione huius methodi mox tra- 
denda obferuabitur. Interim hic notaffe iuuabit, pari iure pro 

• Z 3 quo- 
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quouis interuallo valorem tam finalem quam initialem capi 
pofle, vbi fimul hoc perfpicitur, fi altero modo in excedit 
peccetur, altero plerumque in defeCtu errari. Ex quo hinc 
binas exprefliones eruere licet, quarum altera valo rem ipfius 
- y nimis magnum, altera nimis paruum fit praebitura, ira Yt 
illae quafi limites veri valoris ipfius y condituant. Quemad- 
modum ergo rem repraefentauimus §. 301. valor ipfius y zzz 
/■y a v Inrn hos duos limites continebitur 

4 -+- A(a'— a)-+-A / (a // — a')-*- A // (a /// — a") .... X.{x—''x') et 

b+Piftf—a) a") -4 X(x-'x) 

quibus cognitis, ad veritatem propius accedere licet. 

Scholion 5. 

304. Iam notauimus interualla illa, per quae x fuc- 
ceffiue increfcere afiumimus, ideo valde parua flatui debere, 
Tt valores refpondentes A, A', A v , etc. parum a fe inuicem 
diferepent: atque hinc potifiimum 'iudicari oportet, vtrum illa 
interualla af — a, a y ' — a\ a"' — a ", etc. inter fe aequalia 
an inaequalia capi conueniat. Vbi enim valor ipfius X, mu- 
tando .r, parum mutatur, ibi interualla, per quae x procedit, 
tuto maiora conditui pofluntj vbi autem euenit , vt ipfi x le- 
vi mutatione induCia, funCtio X vehementer varietur, ibi in- 
terualla minima accipi debent. Veluti fi fit X— G -- , per- 
fpicuum ed, vbi x proxime ad vnitatem accedit, quantumuis 
paruum interuailum, per quod x augeatur, accipiatur, functio- 
nem X maximam mutationem pati pofle, quia tandem fumto 
x — i, ea adeo in infinitum excrefcit. His igitur cafibus ifla 
approximatione pro eo faltem interuallo , in cuius altero ter- 
mino X fit infinita, vti non licet j fed huic incommodo facile 
remedium affertur, dum formula ope idooeae fubflitutionis in 
aliam transformatur, vel dum pro hoc faltem interuallo pe- 
culiaris 
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culiaris integratio inftituitur. Veluti fi propofita fit formula 
7tY ~ r *r ) i P r0 interuallo ab x i — oj ad x — i illa metho- 
do integrale non reperitur: at pofito x = i — quia termini 
ipfius z funt o et u>, erit z quantitas minima , vnde formula 

erit = vh » cuius iote S rale W P ro ‘"tensio 

illo praebet partem integralis yy . Quod artificium in omni- 
bus huiusmodi cafibus adhiberi poteft; ipfam autem metho- 
dum defcriptam aliquot exemplis illafirari opus efi. 

Exemplum i. 

305. Integrale y — / x* d x ita fumtum , vt euanefcat 
pofito x — o, proxime exhibere. 

Hic eft a — o et b — o , tum X jr*, iam valores 
ipfius x a o crefcant per communem differentiam a, vt fint 
indices o , a , 2 a , 3 a , 42 . . . . x 

feries o , a n } 2* a*, 3* a n , 4" a* . . . . x n 

et terminus vltimum praecedens eft (x — a) n , quare integralis 
y — f x r* d x — ~ jr"'*' 1 limites funt 

^ J «- 4 -X 

a [o -b a* -f- 2* a* -f- 3* a* -b . . . . -b (x — a) 1 *] et 



a. ( a* -+• 2" a* -b 3 * a* -b . • . . . • -b Jr n ) 
qui eo erunt ar&iores , quo minus interuallum a accipiatur* 
Ita fi u— 1 , erunt limites : 

0 -b 1 -b 2 * -b 3* “b 4* • • • • • ~b (x — i) n et 

1 -b a* -K3* -b 4 * -+* -b x% 

H fumatur a~ i, erunt limites: 

— i_ [o -4- 1 -b 2* -b 3* -b V -b • • • • ~b (aar — x)*] et 

2*1 "T” i 

__L_ [x -b a* -b 3’ “f* 4* -b ...... ~b (**)"] ; 

xc 
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ac fi in genere fit r£, erimt limites: 

— - — [o — f- i *+- a n — f* 3" -i- 4 n -+- .... -+- (wx— i) B l et 

w n-*-i 

, -l r [i + J n + 3 n + + n + -*-O*0 n ], 

x a 

quorum hic illum fuperat exceffu — ; vnde patet fi numerus 

vt 

m fumatur infinitus , vtrumque limitem verum integralis y ~ 
_j_ x n-+-i e 0- e p rae biturum valorem. 

Corollarium i. 

306. Serici ergo 1 -f- 2 n - 4 - 3 n -f- + n -+- . . . ■+• (« x) n 
fumma eo propius ad -i- (w accedit, quo maior capia* 
tur numerus tn\ quare pofito mx~z , huius progreffionis 

j -f- a n -+- 3 n -h + n -f- -h 

fumma eo propius ad -JL-z n ~ i ~ t accedit, quo maior fuerit 
numerus z. 

Corollarium 2 . 

307. Ex priore autem limite pofito m x ~ 2, eadem 
quantitas s n ' + ' , proxime exhibet fummam huius feriei 

o + 1 4- »" + 3 n + 4 n + -f- (z — i) n , 

vnde medium fumendo erit accuratius: 

i+i’ l +3 , + 4'' -f- (z — 1)* -+• l z n r -I_ s*-** 1 

feu addendo vtrinque | z n , habebimus 

1 -+- a n -+- 3 n -+- 4 n . . , . . -f- 2" — _L_ z n *+-* -+- * z\ 

• n -4-1 * “ 

proxime quod congruit cum iis, quae de vera huius progres- 
fionis fumma funt cognita. 

Exem- 
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Exemplum 2. 

308. Integrale y ~ f ~ ita fumum , vt euanefcat pe- 

J X 

i ito x — z , proxime exhibere. 

Erit ergo a zz i et £ zr o , vnde fi ab a ad x inter- 
vallum progreflionis ftatuatur zz a, erunt indices 

fl, a -f- a, a —f- 2 a, a — f- 3 •••••• x, 

et termini feriei 

iii 1 1 v 

_n ^ . \n^ / - . _ . . 1 » ^ . _ \n ^ * * * * _ .n S " ^ 



a n ’ (a-ha) n (fl+sit/ (fl+3a) n x n 

vbi terminus vltimum praecedens efl: — - z X Cum nunc 

(x— a) n 

noftrum integrale fit y m — f — — - , eius valor in- 

n — 1 (»— i)x n 1 

tra hos limites continebitur: 



-] et 



— 1 
x' J 



r I I I I , 

a|i + -f- — 1 et 

(i-f-a)" (i+ia/ (1+3«/ (x — a)* 

(X i .. . r-|— - . — f- — — f- — }— — — I • 

|_(i-+-a) n (1 + 2*)" ( i -+- 3 a)" x' J 

Quare pofito a. ~ , erunt hi limites : 

m n 1 f— -4- h 1 -i 1 -+-... .h i- 1 et 

Lw n (w-t-i/ (0+2/ ,(/w-*-3)' 1 (iwx— i) n J 

n_.r I I I I I "1 

m n 1 h 1 h -+- • . . .-+- 

L(»-h i) n (w-+-a) n (tn-+- 3/ (*»- 1-4) («x)“J 

qui, quo maior accipiatur numerus w, eo propius ad valorem 

integralis — - * accedunt. Notandum autem 



Z — 1 et 

(mx~ i)"J 

{mxTi 



n — 1 ( n — 1 ) x n_t 

efl:, cafu «zi integrale fore zz / x. 

A a 



accedunt. Notandum autem 



Corol- 
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Corollarium i. 

309. Quodfi ponamus m x — tn ■+■ z, tt fit x — 



UI-+-* 



prodibunt hae progrefliones: 
m n ~ l (— 4 



I I 



— ' V' 

(ot-ks-i )*/ 



_n — i ( I . _ 

\{m+ i) n (OT-f- 2 ) re ' (w-4-3)"' * (» 

quarum fumma alterius maior eft, alterius minor quam 

i m n ~' (»+z) n ~‘ — tn n ~ mt m 

n—i ~~ (n — i ){m-*-z) n ~ l ~~ (»— i )(»»-+- s/~‘ 
cafu autem n — i,haec expreflio abit in / (i 

Corollarium 2. 

310. Cum prior progreflio maior fit quam pofterior , 

1 1 



erit 



m" 



— J— 

( m 4- i) n (w 4- 



> 



(W-+-Z)*’" 1 — w*~ r 



(ot-hz-i/ (a— x)w"“' f (OT-»-z/" t 
1 . 1 



(* + !)* (W 4- a)* (w 4- 3 / 



• • • 



1 (tn-bzy 1 1 — ttt n 1 



(m-t-z)* (n— i)»« Tl— ‘(w-t-z/ 



addatur hic Ttrinque , ibi vero- - 

*w re (m 4- 2 ) 

dium arithmeticum, erit exaltius 



, et fumatur me- 
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* , i , i , i i 

— {— ■+• • • • • a -+- ■ 

m n (m-h i) n (w+2)" (oth-3)" (m-+-s)* 

(2 w-t-a— i) (wi- 4 -z) n — (ag + g m— n-h\)m' 

2(n-i)m n (m-hz )“ * 

quae expreflio cafu n~ x, abit in / (1 4* ~) 4- -i. 4- 



Corollarium 3. 

3ir. Ponatur z~mv , et habebimus fequentis feriet 
fummam proxime expreffam: 

1 + 1 + 1 + 1 

m" («-+- i) n (m-h 2 )" m n (1 4 - *?)• 

(2 m -hn — 1 )( r -+- v) n — 2 mCl-hv)-{-n — 1 

g (a — 1 ) m n (1 4- vj* ’ 

et cafu n — 1 

— 4 - — — 4 " - — 4 " • • • • 4 " — — - 1 (1 4 - v) 4 ~ — *■" - — ■ 

it» m-+-i m-j-s m+mv ' ' ' n( i -+-n) 

vnde fi » = 1, erit proxime 

1 1 1 t 



WT 



(«4-1/ (« 4 - 2) n 



2 M" 



771 - 4 - I 771 — f- B 



• 2 n (2 w 4 - a — 1) — 4 ot 4 - « — 1 

(a — 1) m n 

4- — — / 24- JL. 

a Ttt 4 m 



Ct 



Corollarium 4. 

312. Hinc nafeitur regula, logarithmos quantumuis 
magnorum numerorum proxime aflignandi , dum feries vulga- 
res tantum pro numeris parum ab vnitate differentibus, valent.' 
Scribamus enim u pro 1 4 - v, et habebimus 



Iu — 



I 

TO I 



I 

m 4- a 



r 1 — n . 

tn u m mu * 



A a a 



vnde 



/ 
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vnde i« eo accuratius definitur , quo maior fumatur nume- 
rus m. 

Exemplum 3. 

313. Integral e y — f q ita fumtum , vt euanefcat 

pojito jr — o, proxime exprimere. 

Hoc integrale vt nouimus , eft y — Ang. tang. ^ , ad 
quem valorem proxime exhibendum, eft n = o, et i = o ; 
fi ergo valor ipfius x ab o per differentiam conflantem a cre- 
fcere ftatuatur, ob X“ — - — , erunt eius valores 

' CC+II' 

pro indicibus o a 2 a 



x : 



C > 



• • • 



fc + a4 cc + 4 a a 

cuius terminus vitimum praecedens eft X zz: 



CC4-XX 

C 



c c -+- ( x — a ) a 

Quare integralis noftri y — Ang. tang. ~ valor proxi- 
me eft 

tt ( i - f- e ■ ■ ■ — f— — — -1- . . • . . — - — - c ) ; 

alter vero proxime minor, quia hic eft nimis magnus, eft 
et ( — f- - — f- — }— ..... ). 

'tt + a« cc-H + aa tc + >a« c c x x ' 



Inter quos fi medium capiatur , ibi a. J, hic vero a. . e ^ - 
adiiciendo, propius erit 



a (— -+- — 

'{ C «C-4-1 



• • • 



) 



: + «a t( + 4«a « c -f- 9 a a c c -h x x 

— Ang. tang. —-I-» (J-f- 77^— ) 

— Ang. tang. — -f- n| » ce + x *; . 

0 a e 1 «c(cc + n| 

Pro hoc ergo angulo valorem proxime verum habemus 
Ang. tang. — _z. a c (— — f- — ! — — f— — - -4— .... -f- — - — ^ 

D ° e 'cc cc-t-aa cc + »aa cc-+-xxj 

a<i c t -t-x x) 

• c(cc + **j ’ 

qui eo minus a veritate difcrepabit, quo minor fuerit a nu- 
merus 
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merus ratione ipfius c. ,Quodfi ergo pro c numerum valde 
magnum fumamus, pro a. vilitatem accipere licet; vnde pofi- 
to x = f t?, erit 

Ang. tang. » = 77+1 



«C -+-4 ee-h* 
(i - 4 - v v) 



ve- 



- ec v v) 



U]l+D«| 

idque eo exaftius, quo maior capiatur numerus c. 

Corollarium i. 

314. Si ponamus c— 1, quo cafu error infignis efle 
debet, fiet 

Ang. tang. t = i+ -4- ~ -+■ —i ( * ^'"-1 

Sit «=i, erit Ang. tang. 1 4 - * — J hincque 

7c z=. 3 , quod non multum abhorret a vero ; fi ponamus 
c — & , prodit 

Ang. tang. vr a(i-+- — — -+- -i— -+- _ r — -f- . ... -4- — 1 — ) — 

Tnde fi v = 1, colligitur 

Ang. tang. i = 3 = 2 G + ±r t - ? = H - | zz 
ficque 7r = & = 3 , 1 , propius accedens. 

Corollarium 2. 

315. Sit rrrtf, eritque 

Ang. tang. v = 6 (£ -+- __L_ -+- — ) - < *±' vv l 

s ° ' 3 36 -t-i 36-4-4 J< -f- 36 V./ r.(i + in’ )3 

vnde fi vrrri et oritur: 

Ang. tang. J = 6 (£ 4 - ^ 4 - ,-~r 4 4 - 3 -~) — A , 



Ang. tang. \ — 6 
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At eft Ang. tang. i 4- Ang. tang. J — Ang. tang. 1=4. Ergo 



"5 = 1 a (A 4- y 4- A) 4- tj — m = 
feu 7r = iii = 3, 130$. 

A a 3 



1063 

nio 



4 = 



6 95 

SSS 9 



, 1 



Corol- 
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Corollarium 3. 

i% 6 . Sin autem ibi ftarim ponamus v = i, erit 

* — 6 G h "+- 3 V H“ i -f- « -h i -4- st -I- rt) — ii 
tndc fit tt — 3, 13696 multo propius veritati i plurium fci- 
licet terminorum additio propius ad veritatem perducit. 

Problema 37. 

317. Methodum ad integralium valores appropinquan- 
di ante expolitam, perferiorem reddere, vt minus a veritate 
aberretur. 

Solutio. 

Sit y ~/X d x formula integralis propofita, cuius va- 
lorcm iam confiet eflfe y~b , fi ponatur x~a , fiue is fit 
datus per ipfam integrationis conditionem, fiue iam per ali- 
quot operationes inde deriuatus; ac tribuamus iam ipG x va- 
lorem parum fuperantem illum /7, cui reipondet y — b, tum 
vero fiat X“A, fi ponatur x — a. In fuperiori autem me- 
thodo afliimfimus, dum x parum fupra a excrefcit, manere 
X confiantem =A, ideoque fore /Xdx~A(x — a ). At 
quatenus X non eft conftans, eatenus non eft /X d r ± X *' 
(x—a), fed reucra habetur /X dx — X (x — a) — /(x — a)dX. 
Ponamus igitur dXrPdx, eritqtie f (x—a)dX~f? (x — a)dx, 
et fi iam P~ quamdiu x non multum a excedit, vt con- 
ftantem fpe&emus, habebimus /P (x — a) d x — £ P (jr — a)% 
ficque fiet y — fX d x — b X (x — a) — a P (ar — a)* , qui 
valor iam propius ad veritatem accedit, et(i pro X et P ii va- 
lores capiantur, quos induunt vel pofito x — a, vel pofito 
— a-f-a, maiore fcilicet valore, ad quem hac operatione 
x crefcere ftatuimus : ex quo hinc prout vel x — a vel x zr: 
a -f- a ponimus, geminos limites obtinebimus, inter quos ve- 
ritas fubfifiit. Simili autem modo vlterius progredi poteri- 
mus: 
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mus: cum enim P non fit conflans, erit /P (x — a) d x rr: 
l P (x — er)* — lj( x — a)‘3P, vnde fi ftatuamus 9P:=Qd.r, 
erit / (x — a)* d P / Q (x — a) 1 d x = j.Q (x — a )% fi qui- 

dem Q vt quantitatem conflantem fpedemus, ita vt fit 
y = /X d x = b -t- X (x-a) - 5 P (x-a)* { . J Q (x-a)*. 

Eadem ergo methodo fi vlterius procedamus, ponendo 
X = i 2 ; P — ii; Q— R = i2-; S=|i; ctc. 

ix J J*’ x i*’ rfx 

inueniemus 



.7 = £ -f- X (x — a) — s * P (x — a)* H- -L Q (x — a)*. 

— _i_ R (x — a)* -+- —i— S (x- a) s - etc. 

quae feries vehementer conuergit, fi modo x non multum fn- 
peret a, atque adeo fi in infinitum continuetur, verum valo- 
rem ipfius y exhibebit, fiqoidem in, fumflionibus X, P, Q, 
R, etc. valor extremus x — a -f* a fubftituatnr. Nifi autem 
eam feriem in infinitum extendere velimus, praeftabit per in- 
terualla procedere tribuendo ipfi x fuccefliue valores <z, o / , 
a", a"\ a"", etc. ac tum pro fingulis valores litteris X, P, 
Q, R, S, etc. conuenientes quaeri oportet, qui fint, vt fe- 
quuntnr : 

fi fuerit x — a , </, a ", a"\ a™, a v , etc. 

fiat X = A, A', A", A' % A IV , A v , etc. 

ii — P = B, B', B /7 , B /// , B IV , B v , etc. 

f|=Q = C, C\ C", C'", C IV , C v , etc. 

i2.= R — D, D'', D", D"\ D", D v , etc. 

etc. 



tnm vero fit 

y— b , y, b "y l"\ V*, * v , etc. 
quibus conflitutis erit, vt ex antecedentibus colligere licet r 

V 
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V —b +A / (c' -a )-iB / (/ -c )'+lC' (V )> 

— «D / (V — a ) 4 -t-etc. 
b" z=.b' +A" (a" -af )-lB" (a" -a' )'+lC" ( a " -a' y 

-*\V" {a" -(/ y+ ctc. 
b m — b" -t- h!' / (af // ~ a" B"X<S"- a" )* 1 C'" (a"'— a " )> 

— w D //V (a"' — fl 4 * )-* h- etc. 

£ IV = F+ A IV (a IV — a"') - J B tv (n rv — a /// ) e -+-| « /// )* 

etc. 

etc. 



quae exprefiiones eousque continuentur, donec pro valore ip- 
fius x quantumuis ab inidaii a difcrepante, vaior ipfius y ob- 
tineatur. 

Corollarium i. 

318. Haec igitur approximandi methodus eo vdtur 
Theoremate, cuius veritas iam in calculo differentiali eft de- 
monftrata, quod fi y eiusmodi fuerit fundtio ipfius x , quae 
polito x — Oy fiat ~by ac ftatuatur 



iy — y >* — p >p — n s 2, — r 
~ _ a, — _ 1 , — — K, etc. 

fore generaliter : 

y = b -+• (ar - a) ~ i P (x — a)* -+- § Q (x - a ) 3 

— »4 R (x* — a y + 1 « S (r — a) s — etc. 

Corollarium 2. 



3 * 9 - Si hanc feriem in infinitum condnuare vellemus, 
uon opus effet, valorem ipfius x parum tantum ab a diuer- 
lum affumere. Verum quo ifta feries magis conuergens red- 
datur, expedit faltum ab a ad ar in interulla difpefci, et pro 
fingulis operationem hic deferiptam inftitui. 



Corol- 
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Corollarium 3. 

320. Si valores ipfius x ab a per differendas con- 
flantes ~ a pwfcere faciamus , fitque Yititnqs a -f- n e = x ? 
ita rt 



fi fuerit * = c, 


a -f- a, 


o — H 2 a, 


0 -+■ 3 ® » • 


. fiat X = A, 


A', 


A", 


A/// 

/V , 


» = P = B, 


B', 


B", 


B /// , . 


H=Q=c, 


c\ 


c"t 


n/// 

V » 


^=R=P, 


D', 


m 








etc. 




indeque y — b. 


b\ 




1 • 
c 



erit pro yalore x — x omnes feries colligendo : 

y nx b -f- ct (A / -+- A // — 't~ A /// — . • • • •+- X) 

rrrirfO' -4-B^d-B^rt . l-P) 

-f- g a 3 (C 7 — |— C 7/ C w — H . • . . — Q) 

rr m (D 7 "1“ ~ l~ ■+■ • • * • -+- R )• 

etc. 



Scholion 1. 

f 

321. Demonftratio theorematis Corollario r. me- 
morati, cui haec methodus approximandi innititur, ex natura 
differentialium ita inftruitur. Sit y funftio ipfius x, quae po- 
fit.Q xizzff, fiat yzzzb-, et quaeramus valorem ipfius y, fi x 
•vt;cunque excedat a: incipiamus a valore ipfius maximo, qui 
eft X4 pt per ^ifferentialia defeendamus,- atque ex differentia- 
libus patet: 

B b fi 
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x — dx 

X — 2 d X 

x — 3 d x 



fore 



' \ 



y — dy -hddy — cP y -f- d*y 
y — idy 4- 335/ — +^+ 5 d* y 
y — 3 dy -+- 6 d dy — io (Py -f- 15 fry 



etc. 

etc. 

■ etc. 



v, 



x — « a X I V— ^±Lj^+L) m+TVn-t-. cfc 

Ponamus nunc jfr — ndx~a , erit » — Izif , idcoque mime- 
rus infinitus; tum vero valor pro y refuitans per bypothefin 
efle debet ,~b y quamobrem habebimus 

y y (a — a)3j> tx — g) 1 idy (x — g)> 3» y (x — n)« 34 y ___ 

</x i. i </ x 1 i. *. 3 <y x‘ i. a. j. 4 a x*' 

Quod fi iam ftatuamus 

H=x*S-=p. H=Q. &=«> «c- 

reperimus vt ante : ' 

y — b-+-X (x-a)-lV (jr — a)* -f- £ Q (x — u) 1 — 5 r < R (x-a)*-^ etc. 

Vnde patet, fi x quam minime fuperet u, fufficere flatui y — 
^-+~X(x— u), quod eft fundamentum approximationis primum 
propofitac, illius fcilicet limitis, quo X ex valore maiore ip- 
fius x definitur. 

Scholion 2. 

322. Quemadmodum hoc ratiocinium nobis alterum 
tantum limitem fupra aflignatum patefecit, ita ad alterum li- 
mitem hoc ratiocinium nos mannducet. Scilicet, vti ante ab 
x ad a defccndimus, ita nunc ab a ad x afeendamus 
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fi abeat a 
in a -+■ da 
a 2 d a 
a -+- 3 d a 



a -+- n d a 



tum b abibit in 
b H- d b 

b 2 d b -\-dd b 
b-\-zdb-\-$ddb-\-di > b 



b -f- n d b -h d d b~+- 

- 1.2 




«(»-!)<»-») b etCf 
i. j. J 



Sit iam a n d a — ar, . feu n~ x — ?, et valor ipfius b fiet 
— y. Sint autem A, B, C, D, etc. valores fuperiorum fun- 
ctionum X, P, Q, R, etc. fi loco x fcribatur <7, eritque pro 
praefenti cafu A ^ ; B ~ j C = ^ ; etc. Quocirca 
habebimus 



y — b-+- A(x — ay~¥-\ C(x— a) 4 -*- etc. 

quae feries fuperiori praeter figna omnino eft fimilis ; ac fi x\ 
parum excedat a, vt b -h A {x — a ) fatis exaCte valorem ip- 
fius y indicet, hinc alter limes fupra afTignatus nafcitur. Quodfi 
autem progreffilm ab a ad x, vt fupra §. 320. in inrerualla 
aequalia fecundum differentiam a. difpefcamus, et termini in 
lingulis feriebus vltimos praecedentes notentur per / X, / P, 'Q, 
/ R , etc. habebimus pro y quali alterum limitem 

y — — b — f- « (A — j— A / — f— A 7/ -4— .... —1— 7 X ) 

-f- l a 1 (B -h B' -f- B" -+- • • . . -f- 'P ) 

-H { a* ( C -f- (7 H- C" 4- . . . . -f- 7 Q) 

“H ct 4 (D — J— D / — f— 1 l) // — f— .... -4— / R) 

etc. 

ita vt etiam in hac methodo emendata binos habebimus limi- 
tes, inter quos verus valor ipfius y contineatur. Propius er- 
go valorem aflequemur, fi inter hos limites medium arithme- 

B b 2 ticum 
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ticum capiamus ; vnde prodibit 

yzb-+- a ( A ■+■ A /- t- A // -+■ • • • . -+-X) — J et (A-+X)-*- \ a*(B— P) 
-+- I a 3 (C ■+• C / -+- C // *+■ . ... + Q) — ts a 4 (D — R) 

■+*K3 aS (E • . . • •+■ S ) — i^3a s (E -*-S) “t-iflc* 4 (F — ’T) 

etc. 

Atque hinc fuperiores approximationes tantum addendo mem- 
brum J a* (B — P), non mediocriter corrigentur. 

Exemplum i. 

313. Logarithmum cuiasuis numeri x proxime exprimere . 

Hic igitur eft quod integrale ita capitur, vt 

euanefcat pofito x — 1 : erit ergo azrri, b — o et XrJ, 
Sumamus iam, ab vnitate ad x per interualla ~a afcendi, et 
cum fit ? = il=z — J~; — R ± ; 

ix XX* d* X 5 ' a X x* * 

pro indicibus 



X 




*; 


1 -f -a; 1-4-2 a; 


* - 4 - 3 «i • 


. . . jr,erit 


x 




i : 


x • x 


x 


1 






x ) 


1 -f -a* 1 -H *a * 


1 -+- 3 a 9 


... * 


p 


— 


1 • 


1 * 


r , 


. 1 






A 3 


(1 -+*)»’ II -t-aal*’ 


(1 ■+-3o) a, 


XX 


0 


— 




* « 


* 


. . , + i 






** p 


(i-f-a)»' li + H]'’ 


(I -+ 30 )*’ 


• • x« 


R 


— 


- 6 ; 


« « 

(i-t-aj** (i -+-» a)«’ 

etc. 


« 

li + Jal 4 ’ 


< 

* *. * ** 



vnde adipifcimur 

ix- a [r-f- _L_ h !__ -+- _£ h. ...-+- ( 1 -+- *)-5aa(l — L'» 

-+- ja 3 [ I -+. ! + — i — -+ — !_• - 4 - .... -t— L ] - 1 a 3 (i+- 1)-| a 4 (1 - 

— L_-+ 

L ii-hxfi It-hiaP li+Jal* v X s ' M ^ a*/ 

etc. 

Quare fi fumamus « = 4 , erit 
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*+■ 



I 

m-fi 






1 

m - t-a 

■ 1 — -+- 

(in + i ) 5 im + a)J 

i . 1 






1 

m x 

_5 1 



. 1» 4-1) _ , »»— ll 



t m x 
6 m J x’ 
lom' x’ 



<: 

4 ntmix 
( x* — 1 ) 
g m* *♦ 

(a a — 1) 
1 » m a x* 



CtC. 



Corollarium. 

324 . Si hae progreffiones in infinitum continuentur, 
erit poftremarum partium fumma 

il m 1 I m x H- t * 1 n x -+-1 

— - 1 1 E * »** (m — i)** 



primarum vero =: i l ^ : vnde cum fit 



lx-+-U 



;m — I) * 



-+- 1 1 ^-=4 — ; 1 



x (m X-4-I) 



erit 



* 

l «(»*-+-») 2 ( 1 

* m-bi v m + i 



r 


_4_ 


1 




1 -+- . 


-i-) 

m x' 

• 1 ) 


TO-+- t 
' I 


-4- 

j 


TTl — f- * 
I 




m-t- 3 

* -+- . 


r 1 \ 


1 


-f- 


(m-t-3 ) 1 

1 -+- . 


m 1 *•' 

* * ‘ 


'(W-g-O 5 




(tn-t-i ) 5 

etc. 




(m— 3)* 



quae expreflio adeo, fi in infinitum continuetur, verum valo- 
rem log. * P raeb t c * 

Exemplum 2. 

325 . Arcum circuli cuius tangens ejl ~ *- hac methodo 
proxime exprimere. 

Quaeftio igitur eft de integraii y -f c /4-V i "> < i u0( * P°“ 
fito x — o euanefck; eritque az= o, et bzn o, tum vero 

j, c av — 9 c x . 9P -tcc(-uxl, 



CC-fXX 



. p — jx — ---f» , • n~- 

’ ix ^CC-t-*X)* , ^ JX 



(c C 4- X x)* 



P 30 6 C X (3 C C — .X X) . C — — tc(3c« 33 C CXX-htOX*) . 

* — S» ■» “ ic e -t- * *)’ 

, Bb 3 <l u * e 
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quae formae in infinitum continuatae dant • 

„ e x e x 1 _ c»»(ec — 3x x) ex < f itt-aiil 

(cc-^-xxl* 3icc-<-xx)J + j j)t 

j C I»*- 33 c c X X -+- SO X*) t 
SO IC c -f- x x)* 



Verum fi .r 


per 


interualla : 


= 1 5 


vt fit an 




crefcere po- 


namus, erit 




... 










A = - c - ; 

, ee ’ 


B 


= 0 ; 


C = 


— tt C* . 

c» * • 


D 


ll 

> 

O 
%» • 


A / - e r 


B' 


— — sc 


C' - 


— t c ic e — 3) . 


D' 


— 6c(3ct 4) 


ec + i 


(C c -t- 1)* 7 




( C C — « J* ’ 


K C I)* » 


A" - c : 


B" 


— 4 c 


c " = 


— ki c — is). 


D /x 


— n e(3ce — r t) 


CC+ 4 1 


l«t !- ■*.•* ’ 




(1 C -t- 4)» ’ 


ICC —4— 4 )* > 


A //y - e • 


B'" 


_ — 4 C m 


C"' — 


— « C (CC — 5f) . 


TV''/ — J«e(3cc— 3 *). 


«« + r 






(CC-f-*)* * 




l«C -+-»)♦ * 


• 








. 




•• 



X = —i— 

C€ + XX 

hincque 



; P = 



— te x 

(cc -t-xx) ! 



• O r — tCce— 3 «*) . D — <CX( 3 CC— 4XX) . 
?’ ''C ( c c -t- x x )* 1 Ice+xii* » 






i) 






cc — 3 ,CC — 12 > c C — 



(cc-t-i)* (cc-fr-4 ) 1 lcc-r- 9 )* 

etc. 



cc+ix/ *c aicc t-jcx) a(cc-t-xxl% 

C CC-JIXl CX<3^C— 4XXI 



cc — 3X x 






ICC+-XX) 5 ' 6C* A^CC-hXXj* i(CCl“X*i 4 



Corollarium. 

326. Pofito ergo c — x ~ 4, vt fiat 
j — Ang. tang. 1— " 5 , erit 

•n — 1 4 1 4 1 4 t 1 z r \ t 

« — 1 + j; + m + ai j- — 1 — K-f-n? 

J (m -h ,5 4- jfy — ~- t — £) -f- jsx — ni* H“ nj.mv 

cuius valor non multum a veritate difcedit; fed haec exempla 

tantum 
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tantum illuftrationts caufa afferro, non Tt approximatio faci- 
lior, quam aliae methodi fuppeditant, inde expedietur. 



, Exemplum 3. 

a ' ' v I 

/ € x () X 

ita fumtum , vt euane - 

fcet pofito x — o , vero proxime ajftgnare. ■ - 



- r .Per redudtiones fupra expolitas eft 

r e ~*dx —l r * 

/ — e x x — /e x d Xy 

• J x 

I ' • 

et pars e * x euanefcir, polito x — o. Quaeramus ergo in- 

1 1 

tegrale z~fe *3.r, quia eo inuento habetur y~e X x—z; 

ac fupra iam obferuauimus, alias methodos approximandi in 
hoc exemplo fruftra tentari. Cum igitur, pofito x — o, eua- 

I 

nefcat z, erit a — o et b — o, tum vero X ~ e x , hinc- 
que P = i| = e- 5 ^i Q = £ = * = &= 

S = U = ' _{ Ci-5 + S-3) «'• 

quibus valoribus in infinitum continuatis , erit 

2 = r * (x - ; -i- J (I - L) — ^ x* ( * — -i ■+■ *)> , 

“ + ««- >• 

quae feries parum cor.uergit, quicunque valor ipfi x tribua- 
tur. Per intcrualla igitur a o vsque ad x afcendamus, po- 
nendo 
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nendo pro x fuccefiiue o, a, »a, 3 a, etc. vbi notandum 
fore Amo, B = o, Cm o, DmP, cta ac regula npftra 
praebet : 



z — a(e 



. I 

a -he 



«a- 



— i. 
e 3a 



e cfe 



t -3 
* a 

.X 
X 



“ C- — — ) -+- e *<* (-L- — i-) -+- e »« (-i-,— 

V* a»' v i« a* t a 1 ' 'U a* *7 a*' 






a’ e 









x 1 



i / I « 



A)- 



Si hinc valorem ipfius z pro cafu m determinare veli- 
mus, et pro a fra&ionem paruam * affumamus, habebimus: 



z=l( e 

- 1 [/"Vf?) 






~ 5 C=-‘)- 




• H-f 



u #> » 



4« n 4 e 



Si hic pro n fumatur numerus mediocriter magnus Tei wfi *<§>, 
valor ipfius z ad partem millionefimam Tnitatis exadtus repe- 
ritur, ac Ticies exadtior prodiret, fi pro n fumeremus 20. 



Scholion 1. 

328. Hoc exemplum fufficiat eximium vfum huius 
methodi approximandi oftendifle. Interim tamen occurrunt 
cafus, quibus nc hac quidem methodo vti licet, etiamfi to- 
tum fpatium, per quod variabilis x crefcit, in minima inter- 
valla diuidamus. Euenit hoc, quando fundio X pro quo- 
piam interuailo, dum variabili x certus quidam valor tribuitur, 
in infinitum excrefcit* cum tamen ipfa quantitas integralis 
y nz/X d x hoc cafu non fiat infinita: veluti fi fuerit y = 

/«Tifer.v yh i < l uae P ofito fit infinita » in- 

tcgrale vero y z= -C — *VL a — x ) hoc cafu eft ^finitum. 

Hoc 
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Hoc autem femper vfu venit, quoties huiusmodi fa<ftor a~x 
in denominatore habet exponentem vnitate minorem, tum 
enim idem faftor in integrali in numeratorem tranfit; fin au- 
tem eiusdem fadtoris exponens in denominatore eft vnitas , 
vel adeo vnitate maior, tum etiam ipfum integrata cafu x — a 
fit infinitum, quo cafu quia approximatio ceflat, hic tantum 
de iis fermo eft, vbi exponens vnitate eft minor; quoniam 
tum approximatio reuera turbatur. Verum huic incommodo 
facile medela afferri poteft, cum enim differentiale eiusmodi 

X d x 

formam fit habiturum — , exiftente X •< jx , ponatur 

( a — x) K:>L 

a ~x =2% vt fit x ~ a — 2^ et dx — — p. z' 4 - — 1 et diffe- 
rentiata noftrum erit — — fxX z fl ~' x ~ l 5 z , quod cafu x~a 
feu 2~o, non amplius fit infinitum. Vel quod eodem re- 
dit, pro iis interuallis, quibus fundtio X fit infinita, integra- 
tio feorfim reuera inftituatur, ponendo xnza^co, tum enim 
formula Xdx fatis fiet fimplex ob tu valde paruum, vt in» 
tegrario nihil habeat difficultatis. Veluti fi valorem ipfius 
per interualla ab x“o vsque ad x — a — a, 
iam fimus confecuti, pro hoc vltimo interuallo ponamus x — 
a — cu, et integrari oportebit U ".L U . quod 

° * v( 4 a 1 «— 6flaww-t-4flwJ — w*) 7 * 

ob ai valde paruum abit in 

3 u l' a r j oj i 7 u u \ 

«/u ' ca r m ' * 



cuius integrata, fumto u=:a, eft 



y/ a a 



a Vot 

i v' a 



7 a a V a 
4 a a V a 



quod fi ad plures terminos continuetur, non folum pro vlti- 
mo interuallo fed pro duobus pluribusue poftremis, ponendo 
w “ 2 a vel m — 3« adhiberi poteft. Pro quibus enim in- 
teruallis denominator iam fit fatis paruus, praeftat hac metho- 
do vti, quam ea quae ante eft expofita. 



C c 
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denominator 

X Jx 



f 



Scholion 2. 

Interdum etiam illud incommodum occurrit, vt 
duobus cafibus euanefcat , veluti fi fuerit y ~ 
, vbi variabilis x femper inter limites b et a 

V (a — jliix -») 7 r 

contineri debet , ita vt cum a b ad a creuerit , deinceps ite- 
rum ab a ad b decrefcat; interea autem integrale y continuo 
crefcere pergat, cuius igitur valor per interualla commode de- 
terminari non poteft. ‘Hoc ergo cafu in fubfidium vocetur 
haec fubftitutio x~ l(a-\-b) — i (a — b)cof. (p , qua fit 
B* — — £)d(pfin. (p , et ( a — x)(x — b) — 

[J (a— b) -+- i (a — b) cof. 0 ] [i (a — b) — i (a — b) cof. (£] , feu 
(fl — x~) (x — b) — \(a — bf fin. (p 1 : vnde oritur y —fXd ( p, 
quae nullo amplius incommodo laborat, cum angulum (p continuo 
vlterius aequabiliter augere licet. Hoc etiam ad cafus patet, 
vbi bini fa&ores in denominatore non eundem habent expo- 

X 3 * 

7 , ita vt p 

y (a — *•/■ (x — b '/ 
et v fint minores quam 2 X, quem exponentem parem fuppo- 
no. Si iam p. et v non fint aequales fed v <£ p., ad aequalita- 



nentem , veluti fi fuerit y 






aX 



tem reducantur hoc modo , y 



fXdx ]/(x— b'/ , ~ y 



=r* 



Quodfi 



y (a—x^^x — b'/- 
iam vt ante ponatur x — \(a-+-b) — i (a — b) cof. <p, obtine- 
bitur 

y — (Lzi?) ** /X d (p fin. <P x" (1 — cof. (P)~*^~ , 

vbi angulum <p quousque libuerit continuare et methodo per 
interualla procedente vti licet. • Quibus obferuatis vix quic- 
quam amplius hanc methodum approximandi remorabitur. 



CA- 
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DE 



VALORIBVS INTEGRALIVM QVOS CERTIS TAN- 
TVM CASIBVS RECIPIVNT. 



Problema jg. 



33°* 



ntcgralis J - valorem , quem pofito x =r i reci- 

pit, afllgnare , integrali fcilicet ita determinato, vt euanefcat 
pofito X ZZZO. 

Solutio. 

Pro cafibus fimpliciffimis , quibus m — o vel m = i , 
habemus pofito x — \ y poft integrationem 

x d x 



[ ll = ret f* 

J y (i — x x) j V (I 






jr x) 



Deinde fupra §. np. vidimus e fle in genere 

/• »*-' d JL - ” -f x"-' 3 x 

J V(i — xx) m+iJ V(i—xx) m -h x 



~'dx 



/(i— xx) m-hiJ /(i— arx) 

cafu ergo x — i erit 

f r“ +I dx m f x m 

J (i — x x) m-\-xJ j/(i — xx ) 

vnde a fimpliciflimis ad maiores exponentis m valores progre- 
diendo obtinebimus: 

Cc a /dx 
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A 

A 

A 

A 

A 



• d x r 


r xdx 


■/(1— xx) 2 


J Y(l-xx) 


' X*d X I 7 T 


r x 3 dx 


)/(i— arar) 2 2 


J y { i—xx) 


' x* d x 1.3* 


f x*?x 


/(i-uj 2.4 2 


J y { I —arx) 


* r‘ 9 r 1.3.5 * 


r jf 7 3 .r 


■/(i — JTJf) 2.4.6 2 


J y (1— xx) 


" x* d x 1. 3 - 5-7 * 


r x 9 dx 


y^i—xx) 2.4.6. 8 2 


J y (1 — xx ) 



/ x 1 11 dx _ x. 3. 5 . . . 

2.4.6... 



(2W-l) Ti 

2 n 2 



2 

3 

g-4 
3-5 
2. 4. 6 

3-5-7 
2.4.6. 8 

3* 5-7-9 



fx 

J yYi— , 



5 jt__ 2 . 4.6 . . . 



2» 



3.5.7 ... (^2/J-t-l). 



Corollarium 1. 

>/(1— xjf)' 



, pofitO X- 

v(i—xx) 



alge* 



braice exprimitur cafibus, quibus exponens m eft numerus in- 
teger impar ; cafibus autem quibus eft par quadraturam circuli 
inuoluit ; femper enim i\ defignat peripheriam circuli , cuius 
diameter — 1. 

Corollarium 2. 

332. Si binas poftremas formulas in fe multiplice- 



mus prodit: 



/* 
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* » 



pofito fcilicet x 1, quam veram efle patet, etiamfi n non fit 
numerus integer. 

Corollarium 3. 

333. Haec ergo aequalitas fubfiftet, fi ponamus j rrz’, 
iisdem conditionibus, quia fumto x — o vel x ~ i fit 2— o 
vel z—i. Erit ergo 

/•2 an, * + * v_, 5« / , 2 jn ’- , - s *— 1 w 

VV J y (I — V (i 2 av ) ~ r "-^ 1 

et pofito znv -\-v — i — p. , fiet pofito 2 — x 

r z*dz r z^+^dz _ , w 

J / (x — a* v ; V y' (i — 2- v ; — * r ^+ r > * 1 ‘ 

Scholion i. 

334. Quod tale produ&um binorum integralium ex- 
hiberi queat , eo magis eft notatu dignum , quod aequalitas 
haec fubfiftit , etiamfi neutra formula neque algebraice neque 
per Tf exhiberi queat. Veluti fi v — z et p — o , fit 

f 7 >z f zzdz 

J yjrrjyJ /(>— ~ 4 ’ 

fimilique modo: 

y — 3} p. =0 fi 



— 5, jx=i fit/^ 



? % 


/“ z’ a z 1 ir — . ir . 


Vti — ‘ 


J Vli ~ *«) “ ““ ^ * 8 


Z d B 


r z* i z 1 ■* ir . 


/■11 — *•) # 


' y u — »•) 3,5 13 * 


d 2 


C z* i z 1 ir ir . 


y ( 1 — ) 


'J y (1 — z») * ' 1 * * 


z z a z 


/* z® a z _t ir ir . 


Y 11 — .*•) ‘ 


J y ( i — z * ) n * ** ’ 


* ^ 2 


f z* a z — 1 ir — ir . 


VO-a' 0 ) 


*' Vli — z‘°) 5,1 ,9 * 


z J z 


r z® a z 1 ir ir . 


yu - z 1 ») 


■-'yu — *«o) — 10 ’ * 



C c 3 



v — S, 
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y= S , p=. 



9 z 



t K 
U • * 



tt . 
»0 » 



V(i — z‘°) ' J W'—*' 0 ) 

„ ,, r, fit f *»<>* y Z*c»a I tt tt . 

v 5> P- 3 nt / y, , ■_ S I0) • J y { r-~z'~) 56 • 5 *»* 

quae Theoremata fine dubio omni attentione funt digna. 

Scholion 2 . 

335. Facile hinc etiam colligitur valor integralis 

/ Jf m ^ X 

— pofito jt ~ i, fi enim fcribamus x ~ z z, fiet 

V(x — XX) r ’ 



y (x — x x) 

3 Z 

— — ; quocirca pro cafu x ~ 

V (i — z z) 

cifcimur fequentes valores: 



i nan- 



f 3X — tt 


r x*dx 


J y (x—xx) 


J y {x—xx) 


t x3x ={.* 


r x 5 dx 


Jy(x-xx ) * 


J )/(* — arx) 


f x*dx 1.3 _ 




/ yix—xx) 2.4/ 




f x 3 dx 1.3.5 


f x n Dx 


/ y (x—xx) 2 .+.6 


J y (v — x x) 



* 1 . 3.5 ■ » « (ztrt-r) 



7 f. 



2. 4 . 6 . . . 2 tn 

Hinc ergo intcgralium huiusmodi formulas inuoluentium, quae 
magis funt complicata , valores , quos pofito x ~ i recipiunt, 
per feries fuccindte exprimi poliunt, quem vfum aliquot exem- 
plis declaremus. 

Exemplum 1 . 

. 33 <?- Valor em integralis pofito x = i , per 

feriem exhibere. 

Integrali detur haec forma / — Sx . — .(i+rrr*, 
Tt habeamus - • 
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x ‘ 

6 



• 1,3tS - r 
2. 4 - «. a 



/ — -f—2l — (i — — — 

J y ( i — x* ) J V<i — -ixi v a. 4 a. 4 * 

fingulis /tergo terminis pro cafu x ~ i integratis , orietur 

»• >•»•«» etc 'i 

4.1«. 34.64 CCC V 



«07 

**-etc.) 






I» 9 
4.1« 



I. 9 - 2 $ 

4. 16.3« 



Corollarium. 



1 

337. Simili modo pro eodem cafu x~i reperitur: 

fvfrM — 1 - i + i — i i - A + m - = ' 

, f x x 3 x * ( 1 I 1*. 3 _1 1 *. 3 *. i i». 3 *. s*. 7 , -f- \ 

' V(t 8 ^ 8 * a . 4 **. 4*. & 4 J . 4». 6*. S 

f -^lA* — * — JL h- J- — J_ -IL. — etc. 

V V|l X«) J 3.J i-7 7.9 9.11 

eft autem f — J — | / (1 — x 4 ), ideoque — i, pofito 

xzzzi, vnde haec pofirema feries =5, quod manifeftum eft. 

Exemplum 2. 

338. Valorem integralis fd x Y cafu x z=z i, 

prr fer i em exhibere. 

Cum fit 

V (i -f- a x x) =. x -1- 1 a x x — — a 4 x* -f- a 3 x* — etc. 

N a. 4 a. 4. 6 

erit per f p -^'— x x ) m uItlplicando et iutegrando 

/d x y r — ■*? - r ( 1 -+• — « - * a 2 

r I XX v 4 . 2 2. 2. 4. 4 



I. I. T. 3 . 3. 5 



». 2. 4. 4 



7 T 7 a 3 — etc.) 



Tnde peripheriam ellipfis cognofcere licet. 

Exemplum 5. 

339. Valorem integralis cafu *==*, per 

feriem exhibere. 



Repraefentetur haec formula ita f 



3 x ( r - 4 - x) " 
y (X — x x) 



/?nr^rr, (* — i* + r! ** — irri * 3 -+■ etc -) : 



vt fit =: 



tnde 
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▼nde feries haec obtinetur: 

/ — , = n (r — J 4-L-? — *:_L- t5 -+- etc.) 

J y*(i — i*) ^ * 4. i* 4. it. 3« * 

quae ab exemplo primo haud differt: quod non mirum, cum 
pofito x — z z , haec formula ad illam reducatur. 

Problema 39. 

^ t 

340. Valorem integralis /x m ~~ t dx(t — x x) *, 
quod pofito x ziz o euanefcat, definire cafu x zz: i. 

Solutio. 

Kedudiones fupra §. iis. datae praebent pro hoc cafu 
/V— 



V- 



fumto ergo p. — 2 « — 1 , erit 



w+jx + a 
/ jf m “ 1 d x (1 — x x$ : 



; fx m -"dx(i-xx) n ~' 



fx m ~ t dx( 1 — JTJf) * r _i!L±L 

J ' y m-ran+ 1* 

pofito x— 1. Cum igitur in praecedente problemate valor 
“" m 1 () x 

— — fit aflignatus , quem breuitatis gratia ponamus 
x x) 

— M, hinc ad fequentes progrediamur: 

- 1 d x 



— 



r x m 1 d x , 

/ — M; 

J y (1 — x x) 

f x m 1 B x ( i — x x/ — M ; 



f x m ~' d x (1 — x x) 



M; 



(«l -I- l||» -r- J) 

/ X m 1 d X (i X X~f = 1^— ■ 5 — i 

J v ' l »» — 1 — * J t «» — 3) ( «n — * J 



et 
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et in genere . \ 

f X n 'dx(l XX) — . 

lam dno cafus funt perpendendi, prout m — 



M. 

. . . 1 m a ji — i ) 

i eft vei nume- 



rus par vel impar: fi enim 

m — i fit par , erit M ~ 

m — i fit impar, erit M = 



r. 3 . < ("> — ») 

5. 4 . i t"i — I ) 

t. 4. i , . ■ • • m — 1 ) 
J. i. i I™ — *) 



ir . 
* 3 I 



Hinc fcquentes "deducuntur valores : 



fdx-/(i—xx)=zi 
fx*dxY (i — xx)—l'i 



fxdxY(i— 

Jx 3 d xY (i — xjr) = j.? 

* lx' J dxY(i— xx)z=zl.^ 
f x ^xYdx^xx)= 



s . 



f<5> r(r — xx) — ?? 
f xxdx(i— xxf—l.l* 
fx*dx( i-xxf—^.17 
fx‘dx(i~xx) l =l : l :i > o .$ 

fixdi-xx^g 
fx i dx(i—xxy — l.$ 
f x ^x(i-xxf = ^ 
fx<dx(i-xxy-'^.$ 



fxdx(l-xx) 

/x 3 dx(i — xx' — \.} 

/x^dxci-xxy-i.^ 

fx’d X (x- XX ?=l.'T±£ 



fxdx(i —x X y= j 
fx 3 d x ( i — x x )* — f . | 

/va*( t-x X y=' r .'^ t 

/Sdx(x-xxy = ' r .^ 
etc. 

D d Pro- 
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Problema 40. 



/ X m 9 AT f 

— et J - 






d x 



/(i-* 3 ) 

pofito x ==. 1 , aflignare. 

Solutio. 

Ponamus pro cafibus fimpiiciflimis : 






Sx -A- 


f xS * — p. 


j' x x d x 


— C 




/(i 






■ Sx -A'- 


f xdx — R/ ; 


j ' x x 9 x 


= G' 


s * J 

/(l-X 3 / 


' „ 3 J 

)/(l — X 3 / 


✓c.-»’) - 



et ex redu&ione prima §. 118. pofito a~ i et b n: — x> 
pro cafu x = i habemus > 

r x m+n-i 3 ^ / r _ ^7 — w* f x m ~" d X (l-X B )~j 

ergo pro priori vbi n z=z 3 , x — 3 et jx — — 1, 

y v m + . 3^ ^ _ X 3)~3 — 3 x (j — 

et pro pofteriori, vbi n — 3 , y — 3 et jjl rrr — 2 

f x m+ ' d x (1 — x 3 )~ 3 — x**" 1 D x (1 — x 3 )~ s . 



hinc obtinemus pro forma priori: 
= A 



yd—x») 

/7 ^-rJA 



Vd— *>) 






3 x 



/; 



V11 — x’) 
x» d X 



fi 



^I»~X3) 



^U— *») 



- — A 

— 3. 6 



-L±J. A 

— 3 . 6 . » " 

_ 1.4. 7 . IO 
3-6, 9 ■ 12 



/ - X -^— - B 

■/(I — X’) 

/• * 4 d X __ E TJ 

J 3 , ~ * “ 

x 7 d x *. s 



A 

Yl t— x») 

- X‘° 

/ J, 

/{I— X») 
X*3 $X 



=;-tb 

a. 5 . * 



4 . 7 . IO 



B 



/ 



VU-ar*) 

etc. 



— P ' S ' 84 11 
— 5.7. IO.I3 



B 



/ JLfLiiL. - c 

•/(I— X») 



/7 



/7 



y(i— x>) 

X* i X 3. 6 f* 
— 5 . t 

V(i-x>) 
x*> dx 



Vd— x>) 



3- «. 2 
— S. 8 . It 



fi 



X'* dX 



/d-* 5 ) 



_ 3 . 6 . 9 . I C 
— s. 8 . ii. 14 



at 
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- 1 A' 

Vli — *')* 

f T~~~ — i77 'A' 

Yu — *J)* 

- X* 3 X 1.4.7 , 



/r“- = »' f- 

!/(« — *>)* V 

- 5 B 7 / 7 

vd— **)• v 

/; -n B f; 

VO — x’)* V 

. *>“ i* S-I D/ /• 



/ JL£iiL_ - c / 

v C i — Jc» )• 



f _x*_3x_ _ ?( y 
y(i— *>)• 

_ *• ‘ rv 

/ J . “ 4- 7 ^ 

/{I— *IJ* 



^(l — X 1 )* V^l-X 5 )* ^{I— *J)* 

/ x‘* j X I. 4 . r. io . / . x»> ix _ «. 5. <• tl -rj/ /. a 1 * 3 x 3- 6 . 4. n 

j — a. s. I. II A / , — 3 . «. 9 . 1 » / j — 4 . 7 . io. 13 V* 

V(t— x 5 )* Vti— x*)* 

vnde concludimus fore generaliter : 



_ 1-4.7 A/ x'° 3 X g. S- » n/ r X" 3 X _ 3 . «■ > -s, 

— a. J. 8 A /, — 3. 6 . 9 D / s — 4 . MO ^ 



V^t— X»)’ 



r 5n 3r _ 1.4. 7. 
/» «3\ 3-6. 9- 



(3» — *) A 


f x 3n d x _ 1.4. 7 (3»— a) 


3 n 


^ y , ^ I _ jr 3y 2 -5- 8 (3»— 1) 


($n— i)^ 


rx 3n + 1 dx _ 2. <?. 8 (3 » — 1) 


(3 «-Hi) 


*'/(•—*>)• 3 ‘ 6, 5 3 ” 


3» r 


rx 3n +*dx 3.6. 9 3« 


(3«-*-2) 


yS(i-x 3 / 4-7-io (3» -hi) 


eft effe C 


— i et C 7 = 1. 



‘Corollarium i. 

342. Hae formulae variis modis combinari poflunt, 
vt egregia Theoremata inde oriantur, erit fcilicet : 

- r x 3n dx rx 3n ' hl dx AC 7 i r d x 

J ^ 'J :/rr-^ T ~ 3"^ ““ ) 



v(i-x*) /c *-* 3 ; 1 



/ x Sn+, dx r x 3n dx _ A 7 B __ 1 r dx r x 3 x 

/(i-x 3 ) Y(i— x 3 )' 3a " , " X W+iJ y^ l _ x 3 j' J y(i-x 3 ) 



D d 2 



fx 
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x 3n + l dx 2 B"C _ 



X 3 "+* 3 x /*. X 3 ** 1 dX 

J l/(i-x 3 ) Y(i-x 3 ) 2 



hi/l 



x 9 x 



3«-+-2 3«-+-ay Y(i—X 3 )' 

Corollarium 2. 

343 . Quia nunc ratio exponentium ad ternarium non 
amplius in computum ingreditur, erit generaliter: 



• J£ ,x ~' 1 9 X 


/* 9-r 


i 


p d x 


Vi 1 - * 3 ) 


J s 

J Y(i - x 3 / 


~ A. 


' i' («-**) 


• x x 9 a: /* jr x—I 9 .v 


i 


^ ar 9 jt 


Y(i — x 3 ) /(i— x 3 / 




^(i - x 3 ) 


• x x 9 x 


^ x x 1 9 .r 


-11 


" jr 9 x 


/(i-x 3 ) ^ 


/ (I — x 3 / 


A J 





■h 



9 x 



Y (»-*’>* 



quare ex binis poftremis confequimur 

/ x d x ' r 3 r " r x 9 x 

*. / j / > 



y(i — x 3 ) J -/(i — * 3 / ^ /(i — x s _)* 

Corollarium 3. 

344‘ Ponatur * — z n et A« et noftra Theore- 



mata fequentes induent formas : 




f z m 1 9 2 


/* «y Wl “f- 2 tt ■ 


i 

M 

C V 
.i 

1 

M 


/*■ Z n 1 9 z 


/ i y 

J Y(i—z 3n ) J 


frl- 


. g3 Wv 


' ^(I-Z 3 »). 


r z n + n -' d z 


/* 2 m 


‘9« » / 


"‘z 2 * -1 9 Z; , 


f s 

J ]/ (i — Z 3 * 


/ 

7 vc*- 


2 3*»j2 


i/(— =”) ^ 



-f 1 



r n — 1 9 z 



>/Ci— -s 3 ^* 



z n -’dz 

/(i-z 3n y 

Pro- 



V 
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Problema 41. 



34.5. Dato integrali f — - aflignare integra- 



ie htiios formulae 



(1 — x*) n 

v n +X»-i 5 r 

, pofito * = X. 



— . 6 . 
T=\ 

(1 - x n ) * 



Sorutio. 

Vt integrale fit finitum neceflc efi , Vt m et k fint nu- 
meri pofitiui. Cum igitur per redudionem generalem fit 

/X- +— a i (I -*•)£= >*(.'- *■ “ 7 ’ 

ponatur v— n et jx — k — », vt fit p. -+- v — k , erit 



/ x m + n—i ^ x m /* X 

_ n m ~+- k J f 

(1 — * n ; * .... (* 



1 1 d x 



n — k , 

n 



Ponatur ergo huius formulae valor, quia datur, — -A> haec- 
que redudio repetita continuo dabit } pofito breuitatis gratia 

n — Jk 

P pro (1 — ar n ) » , 

‘ d x ^ 

P 



»-* 3 x 



f *«+*»— 1 d x * nr( m-hri ) A 

J P — (m-f- Jfc) (« -t- * -4- A) 

^ 1 * 1 + 3 »—»^^ m ( m -t- n) (m a») 



/ X m -+- 3 n — t ^ x m ( m +. ff) (m - 4 - 3 ») ^ 

P (m + k) (m A) (m+zn+k) 

fx m+an ~' dx _ (m-+- i ri) „,.[>»•+-(<»— I )»J a 

D d 3 Corol- 
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Corollarium i. 

346 . Si fimili modo alia formula fit fXL ~ = B, 

pofito xm, at breuitatis gratia fcribatur Q pro(i — x n ) » , 
habebimus 



/ 



x p+<m-t __ p (p _4_ n ) (p _4_ 2 ri) .... [p-f-fa— i)n] 



\ 



B, 



Q (P+9) ( P+»-*-9) (p+zn+q ) .... 

quae totidem atque illa continet fartores. 

Corollarium 2. 

347. Statuatur nunc /irrw + i, vt pofterior nume- 
rator aequalis fiat priori denominatori , et produrtum harum 
duarum formularum eft 

w(w -f»)fw+8 ») .... [m -+- (a — 1) »] 

( m+k-hq) (m+n-bk-hq)(m-+-2n-i-k-+q ) .... [w-f-(a— 

fiat porro feu q ~n ~ k, erit hoc pro- 

durtum — A B; ideoque 

m+*4-an — m 



/ r" T c«r / > ar- r r>.r _ w px n ~ t r)x p 

, %\— J f n>- m-t-anj , n '—J , 

(i— *) a (i— ar")» (i-t-**)* ^ (i — jr n )« 

quod eft Theorema omni attentione dignum, cum hic non 
amplius opus fit, vt a fit numerus integer. 

Corollarium 5. 

348. Quare loco m + a« fcribamus jx, erit: 
r x^dx rx* +k -'dx_ r x m ~'dx r^ +k t dx 

p-j n~k • J k_- m J ~fe ■ / v • 

x "(I— O 11 J X 1 — **> (r — J (i-* n )iT 

Hinc 






dx 
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Hinc fi fumamus m -4- k — n, feu m ~ n — k 9 ob f. 

* . •'(i-**)* 

H — K 

1 — (1 — x n y x r 4 

^ - ~ p pofito * = i, em 

Jt " n* Tl k 

p x *"' 1 dx px li+i ~ l dx 1 px 1l ~*~ t dx 7f 

• J (I J (x~x n )r V-J i*" fin -V 

Ac pofito jr = z v , tum vero p.n~p, vn — q , et kz=Xn, 
habebitur : 

/* Z *" 1 9 z . f z f - + - X! l - 1 d g H /« 2 ( t — X),— r g 2 

J (i Z q /~~' k J (i z/ pJ (i Z 9 ) 1- X 

Scholion 1. 

349. Theoremata particuliaria , quae hin<r"confequun- 
tur, ita fe habebunt : 



n=4; 



* jf 11-1 d x r x* d x 


_ 1 


r d x 


tt 


Vi 1 — xx) J V(l-xx) 


~P- J 


! |/(i— xx') 


ft P- 


' x*~' dx 


/* jp 4 d *• 


_ 1 


j' x d x 


27T 


1 /j 

1/(1 — X*)* )/(l — Jf 3 ) 


pj 


/( 1 -jf 3 / 


3P-/3 


jf*"* ’ 5 x 


px ^ ~ hI d x 


_ I 


p d x 


2 7T 


)/ ( 1 — ar 3 ) “ 




p/ 


' 1 

r C 1 — * 3 ) 


3ft/3 


■ x*~* d x 


/• jp 4 9 jr 


_ 1 


/* jfjr5jf 


7 r 


)/(i — jf 4 ) 3 * 




P-J 


’ *. 

y(i— jr 4 / 


2/JL]/ 2 


vr* 4 1 3 Jf + l d x 


= I > 


C x d x 


7T 


V C 1 x*) J j/ ( 1 — jr 4 ) 


M-*' 


/( 1 -jf 4 ) - 


4P- 


■Jp 4- ' 1 d x 


px' 1 - *■ a 8 jr 


-L i 


p 9 jr _ 


7T 


/(r-jf 4 ) - 


/( 1 — jr 4 / 




Y ( 1 — ar 4 ) 


2JUL ]/2 



etc. 



Vbi 
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— - ad rationalitatem 

(1 —x*yir- 

-n •,« 

— 2*, feu X* — . 



reduci pofle. Ponatur enim — = 2% 

1 — x " 



. d x d z 

vnde — = 

x 2 ( 1 - 4 - z n ) 



Quare cum formula noflra fit 
n - fc -‘ dz 



CUIUS 



ff x* \!Lzi: dx , fz n ~ 

J\i~x n J x J 1 

integrale ita determinari debet, vt euanefcat pofito x ~ o 
ideoque z ~ o : tum vero pofito x — r, hoc cfl z == cv> da- 
bit valorem, quo hic vtimur. Mox autem oftendemus valo- 

^ ty 

~ pofito z — co , ideoque et 

i+s^ 



huius 



f 



„» — Ii — 1 



— per angulos exprimi pofle, quorum va- 
(1 — x*)~* 

lorei hic ftatim appofui. Deinde etiam notari meretur for- 

/ j^ m 1 d X 

^ aec transformatio oriunda, pofito 



z*— 1 dz- , , 

— ita integranda, vt 



(r — X n ) * 

1 — x* := 2 n , quae praebet — f - 

J (1 ~z n )^r~ 

euanefcat pofito x — o feu z — 1 , tum vero flatui debet 
x — 1 feu z r: o. Quofl eodem redit, ac fi mutato figno 
f 2 * 

haec formula / ■ ~ 



a 2 



ita integretur, vt euanefcat, po- 

- (! — *»;— 

fito s-o, tum vero ponatur a m 1. Cum iam nihil impe- 
diat quo minus loco z fcribamus x, habebimus hoc infigne 
Theorema : 
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J .v n_I 9.v J 



r k —i 



(i — a") » (i — or n ; * 

ita vt in huiusmodi formula exponentes m et k inter fe com- 
mutare liceat, pro cafu fcilicet x~ i. Ita pro praecedente 
formula ad rationalitatem reducibili, vbi m~n — k , erit 

f x n ~~ k ~ 1 d x f x k ~~ 1 d x 

J zE±~J *. ’ 

(i » (i Jf n )i 

vnde fequitur etiam fore, pofito szzoo, 
rz n ~ k ~'()z r z k ~~ I d z 

J I —\—Z n J I — h 2* 

Scholion 2. 

3 $o. Hinc etiam formularum magis compofitarum in- 
tegralia pro cafu jr=i, per feries concinnas exprimi podiint* 
Cum enim in redudtione fuperiori , pofito tn -f- k — fj. feu 
k~ — m , fit 



/; 



dx 



x m r 

~~ J , 



l ~'dx 






(i — x- n ) n 1 (i — ar n ) 

fi habeatur huiusmodi formula differentialis 
* 



~dy — 



- TO— 1 d x 



( A •+■ B x K -+- C ar 2 * -+- D x 3 n -4- etc<) 



(r — x n ) n 

quam ita integrari oporteat, vt y euanefcat pofito x=o, ac 
requiratur valor ipfius y cafu x — i , erit fi hoc cafu fieri 

/ X ^ " 1 3 Jf 

— - — — Q , ifte valor z= 

(i— x n ) » ~ 

O ( A -4- - B -4- C -1- mlm - + - nUm - 4 - gn> D -4- etc.) 

E e Vi- 
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Viciflim ergo propofita hac ferie 

A + 5B + »<”-*-■> C -4- m (*-+•«) t»t-4-»n) r\ , f 

eius fumma aequabitur huic formulae integrali 

— — - (A-t-Bjf n -+-Car ,B -f-Djr 3B -+- etc.) 

771 — f- 71 — /X > y 

— X n ) » 

fi poft integrationem ponatur x ~ i. Quod fi ergo eueniat , 
Tt huius feriei A-f-Bx n H-C.r* B -f- etc. fumma aflignari, in- 
deque integratio abfolui queat, obtinebitur fumma illius feriei. 

Problema 42. 

351. Integralis huius formulae — ita determi- 

1 -f- x n 

natum, vt pofito x zz: o euanefeat, valorem cafu x — eo as- 
fignare. 

Solutio. 

Huius formulae integrale iam fupra §. 77. exhibuimus, 
et quidem ita determinatum, vt polito r~o euanefeat, quod 
pofito breuitatis gratia £ = w , ita fe habet : 

~“r cof. «w/j/(i— - 2*cof.w-f-jr.v)-+-- fin. ww. Arc. tang. ~ xfm ' 7- 

11 y n o 1— x coj. u 

“^cof.3/ww//(i— 2jrcof.3ai-+-jrar)-t-lfin. 3 wu. Arc.tang.-^4^- 
— i cof.stw w/ /(1— 2* cof.5w-+-xv) -+- i- fin. 5 w u. Arc. tang.-^fi^^ 

• x ^ ° 1— xcoj<m 




— JL cof.X m u / /(1— 2* cof.X OH-Jfjr) -4- i. fin. X m u. Arc. tang. -* fo x<l1 

* 0 i— xcoj.au 

vbi X denotat maximum numerum imparem exponente n mi- 
norem, ac fi n fuerit ipfe numerus impar, infuper accedit 

pars 
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pars ^ * / (i -f- x) , prout m fuerit vel numerus impar, vel 
par; illo fcilicet cafu ficuum hoc vero fignum — valet. 
Hic igitur quaeritur iftius integralis valor, qui prodit pofito 
x — co. Primo ergo partes logarithmos implicantes expenda- 
mus , et quia ob x — cv> eft 

/ /( i — 2 x cof.X co -h x x) ~ / (x— cof.X Co) = / X -f- / (i — ?®ZAf?) ~ / X , 
ob cor J '- ~ — o ; vndc partes logarithmicae praebent : 

— (cof.mci) -+- cof. 3wu + cof. 5 wco -+• . . . . -+-cof. Xm co) 
(±^> fi n impar). 

Ponamus hanc feriem cofinuum 

cof. /»co-+-cof. 3 m co -f- cof. 5 *»&)-+-. ...-+- cof. X «reo zz j, 
eritque per 2 fin. m co multiplicando 

i/fin.wco = fin.2«tco -+• fin^mco -4- fin. tfwco fin.(X-*- 1 )» M 
— fin.2mco — fin.4ww — fin . 6 wco, 

•vnde fit s ~ ftn ' Quare fi « fit numerus par, erit 
X — » — 1 , ficque partes logarithmicae fiunt 

— L? ob nu — Tt. 

n Jtn. mu n Jtn. mu 7 

At propter m numerum integrum, eft fin. mit — o, vnde hae 
partes euanefcunt. Sin autem fit n numerus impar, eft X ~ 
n — 2, et fumma partium logarithmicarum fit 

__ L? / l n - ( 11 — 1 ) m u | l x . 
n ’ Jtn. mu — n ’ 

at fin. (»— 1) m u — fin. (m tt— m co) = hh fin. m co, vbi fignum 
fuperius valet, fi m fit numerus impar, contra vero inferius, 
quod idem de altera ambiguitate eft tenendum, ita vt habea- 
mus 1 ~ . -+; l ~ — o. Perpetuo ergo partes logarithmi- 

cae fe mutuo tollunt; quod etiam inde eft perfpicuum, quod 
alioquin integrale foret infinitum, cum tamen manifefto debeat 
efle finitum. , 

E e 2 Relin- 
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Relinquantur ergo foli anguli, quos in vnam fiummam 
colligamus; confideretur ergo Arc. tang. ■■ m , qui arcus 

cafu x — o euanefcit, tum vero cafu x — _L _ fit quadrans, 
vlterius ergo auda x quadrantem fuperabit, donec fado x~c o, 
eius tangens fiat — — tang. X u ~ tang. (7r — X u), 

ideoque ipfe arcus ~ 7r — Xtn, ex quo hi arcus iundim fum-. 
ti dabunt: 

~[( 7 r— to)fin.«rw-+-( 7 r— 3 w)fin .3 ww-+-( 7 r— 5<o)fin. 5 mu-h. . . 

..... -+-( 7 T— Aw)fin. Afflii)]; 

vnde duas feries adipifcimur 

^ (fin. m w -b fin. 3 in « -b fin. 5 m ca -b 

.... -f- fin. X »7 w) z= ~pi 

(fin. m co -b 3 fin. 3 m co -+- 5 fin. 5 m co -f- 

.... -b X fin. X m co) ~ q; 



quas feorfim inueftigenaus, ac pro pofteriori quidem cum aute 
habuiflemus 

cof. m <0 -f- cof. 3 m/u + co f. 5 m co -f- 

. . . . -b cof. -kmtsi — s— , 

fi angulum co vt variabilem fpedemus, eiifFerentiatio praebet 
— «idw(fin.t»6)-i-3fia.3OTco-+-5 fin. 5 «hh- . . . . -+- A fin. Xwco) 

( X 1 1 m d u cof. ( X b r) m w m 6 u» fin. ( X -f- r ) m cu cof. m eu 

2 J* n - m w 2 Jm. m w* 



ergo 




CX -f- 1 ) coj. (X - 4 - 1 ) m tu _ fin . ( X -f- ilmu cof. m w 

2/w. mu a Jm. mH? > 

X co/. i X -4- tlmu _ Jm. X m cu 

a jm. m w a Jm. mw a * 



Pro altera ferie 



feu 



p — fin. m co -b fin. 3 m co -b fin. 5 m tu — b . . . . H- fin. X m co, 
multiplicemus vtrinque per 2 fin. w/co, fietque 



2 p 
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a at 



apfin.wcon — cof. 2»co — cof.+wco — co f.dwco — — cof. (\+i)wu 

-t-COf. 2 OTW+COf. 4 OTOJ-HCOf.OCTU 
_ . . x — co/. ( X 4- 1 1 »» w 

ficque erit p __ 2jin — 

Quodfi iam fuerit n numerus par , erit X = » — x , 

indeque 

co f. ^ -+- 1 >m co = cof. n m co = cof. m w, et 
fin. (X+i)»w— fin. W7T — o, ergo 

A t — cof.mn /7 — l L car ~ : 

P ~ 4 j,n. -nui 7 ojm.mta 

hincque omnes arcus iun&im fumti 

ob n co = ?r. 



. a 'ir [ 1 — cof. m if) 
* a /m. m w 



a eu n of. '*» 

Ti * * Jll». wi w 



? j jn. m b) 



Sit nunc n numerus impar, erit \ — n — 2, indeque 

cof. (x 1) «r w = cof. ( w ^ — w Jo) , et 

£ n . (x -f- 1) m co z= fin. (w 7 r — m co) , feu 

coi. (X+i)wu = cof. ra 7 r cof. m co, et 

fi n . (X -t- 1) w <0 = — cof. m t fin. w co , ergo 

, j — co/. m w co/. m co p< - - < « - ■ > c«A "» * c3 > 7,1 “ -f- 5 

P = ^ ^ q - 

vnde fumma omnium angulorum 

„ , , _ cof. m 7T co/. m u) _j u( n- .» co/ m ? _co/.mw b> cor. m tt co/. mu 

*' H »/«*"*“ n ^' m “ 

quae ob n co = ir reducitur ad • 

Siue ergo exponens n fit pofitiuus fiue negatiuus , po- 
lito r z: w habemus 



/ 



u.W 



- 1 a .v _ 



7T 



7T 



« fin. w co « fin. ^ 



E e a 



Corol- 
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Corollarium i. 

352. Hinc ergo erit formula fupra memorata (349) 

/ z n ~ k ~ I dz fz*~'dz Tt 7 r 

7+s* J 1 4- a* — ~ «fin. ’ P ° 1 0 * =W * 

n n. 

Vndc fequitur fore etiam formulam , cui hanc aequari often- 
dimus : 

rX n—k — Ifi x /* .V**" 1 9 X 7 r 

^ , av - n fin. — 

-X ) n (i— Jf”)* * 

Corollarium 2. 

353. Percurramus cafus fimpliciores, pro vtroque for-» 
n gei 

9 z 
-4- z 
9 z 



T - = rHT-TJ> P o£to *='• 



iere, polito z — 

f 9* 


c\j et jr — 1 : 

7T 


TT t 


z J ]/(i — jtjt) 2 fin. i 

/* z 9z f d x 


7T 2 * 

r jc 9 j? 


1 ./ 1 4 - z 3 


V' C 1 — z 3 ) 


^ 4- jf 3 )* 




7 r 


2 TT 




3 fin. 3 tt 


~ 3 / 3 ’ 


/* z z 9z 


r z* . 


_ /* Jf j: 9 jf 


1 «/ 1 4 - z 4 . 


V 0 — * 4 ) 


J 4 

y' ( 1 — jc 4 ) 3 




7T 


7T 




4 fin. J 7 r 


2 )/ 2 * 


f Z* d Z 


Z' 9jt . 


r jt 4 9 j: 


1 I+s‘“ 


J 0 

J V — *‘) 


/(i — jf 4 / 




TT 


7T 



6 fin. i 7T 3 



Corol- 
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Corollarium 



354. Cum fit 

1 — I __i_ * x n -j- * < k ■+■ X 1 * -I- * ( * *i_- e f C 

k_ » n. 2 n n. * n. 3 n 

(l-X n )» 

erit per x* ~ 1 d x multiplicando , tum integrando , ac x rr i 
ponendo 



n fin. 



* — 1 . > _i_ *(> + 

,, fc tt fe * n [k -t- n) n. » n ( k H 



n) 



k (k -f-it) (k -f- 8 n) 



tk-t-a») ». a». 3n. 1 fc ja) 



etc. 



et loco k fcribendo » — k erit quoque 

^ — l j_ n ~ k (n— k)( »n— k) (»— H(i«— •k)(sn — k) 

~ n * jt n— k »n»- T) n.an.( 3 i — k) *.»n. 3 » l4»-k) 



«fin.— 

71 



Scholion. 



355. Pro formulis quantitates tranfcendentes continen- 
tibus fupra iam praecipuos valores, quos integralia dum varia- 
bili certus quidam valor tribuitur, recipiunt, euoluimus, ita vt 
non opus fit huiusmodi formulas hic denuo examinare. Hinc 
autem intelligitur, eos valores integralis /X d x prae reliquis 
effe. notatu dignos , ac plerumque multo fuccin&ius exprimi 
poffe , qui eiusmodi valoribus variabilis x refpondent , quibus 
fundtio X vel fit infinita vel in nihilum abit. Ita integralia 

_ . fx m ~*dx . fz m ~ l dz . . 

formularum / - et / — , valores prae reliquis 

(1 — x')T x-f-a: 

memorabiles recipiunt, fi fiat *• = 1 et s; — c\> , vbi illius de- 
nominator euanefcit, huius vero fit infinitus. Caeterum omni 
attentione dignum eft, quod hic oflendimus, formulae integra- 



*/-> 



m — 1 3 3 

valorein cafu z = c\? tam concinne exprimi , 



vt 



\ 
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Tt fit , cuius demonftratio cum per tot ambages fit 

n fin. * tt ’ * 5 

71 

adftruda, merito fufpicionem excitat, eam via multo faciliori 
confici pofle, etiamfi modus nondum perfpiciatur. Id quidem 
manifeftum eft , hanc dcmonftrationem ex ratione finuum an- 
gulorum multiplorum peti oportere; et quoniam in introdudi- 
one fin. £ 7r per produdum infinitorum fadorum exprefii y mox 
videbimus, inde eandem veritatem multo facilius deduci pofie, 
etiamfi ne hanc quidem viam pro maxime naturali haberi ve- 
lim. Sequens autem caput huiusmodi inuefiigationi dcftinaui , 
quo valores integralium , quos vti in hoc capite certo quo- 
dam cafu recipiunt , per produda infinita feu ex innumeris 
fadoribus conftantia exprimere docebo; quandoquidem hinc 
infignia fubfidia in Analyfin redundant, pluraque alia incremen- 
ta inde expedari poliunt. 



CA- 
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DE 



EVOLVTIONE INTEGRALIVM PER PRODVCTA 

INFINITA. 



Problema 43. 



V, 



35 *- 



alorem huius integralis / , quem cafu * — i re- 
cipit, in produ&um infinitum euoluere. . 

Solutio, 

Quemadmodum fupra formulas altiores ad fimplicem 

reduximus, ita hic formulam x) continuo ad altiores 

perducamus. Ita cum pofito x — i fit 

/ ,r m — 1 9 r m -f- i f x m 1 9 x 

— / , erit 

y — xx) m J }/(i — xx) 

/ 9 r 2 /* * * 9 *• a. 4 /* x* 9 x 

/(.i — x x) iJ y ( 1 — x x) 2. 3 Jy(i — xar) 

2 . 4 . 6 r x* 9 



I- 3- 5 

vnde concludimus fore indefinite: 
9 x 



r x* d x 

/ etc. 

J y (1 — xx) 



/ 9 x s. 4 . <5. 8 2 i f ar*'9jr 

V C 1 — xx) 1. 3 . 5. 7 (2 i — 1 y (1 — x x) 

atque adeo etiam fi pro i fumatur numerus infinitus. Nunc 
fimili modo a formula f afcendamus, reperiemusque 

F f /x 
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/ x d x 8 > $. 7. 9 t » «' . » ( " i -+• O f x' ' 1 

|/(l X x) 2 . 4 . 6 . 8 ..... 2 / //(i 

atque obferuo, fi i fit numerus infinitus, formulas iftas 



dx 

x x) 



/i 



et / 

v y t 1 — 



3 x 
x x) 



/(1 — jrar) V y^J 

rationem aequalitatis eife habituras. Ex redudione enim prin- 
cipali perfpicuum eft, fi m fit numerus infinitus, fore 

r x m ~ ‘3jr r jt” +i 7) x r x m ~ h3 dx 

J y (1 — x x) J y (i — xx) J y (1 — x x) 

, . r x m -*- tl ?)x r r* +, c)jf 

atque adeo in genere / = / quan- 

J V (r — xx) J y (1 — xx; 

tumuis magna fuerit differentia inter fx et v, modo finita. 

, fi ponamus: 



Cum igitur fit J 



d x 



=A 



d r 



B. 4. 6. 



I. 3. S- 



/\ 



d X 



y C* — xx; J y (1 — xx; 

—ii— = M et S.?-" — N , erit 

v<,-,, i 'f *r^TT> = M : N = s : I , polito * = 1. 
^ eft/V^ = » = 

ynde colligitur f Vl *_^ x - X) ~ quia produda M et N ex ae- 
quali fa£orum numero confiant, fi primum fadorem \ pro- 
dudi M per primum fadorem 2 produdi N, fecundum | il- 
lius, per fecundum | huius et ita porro diuidamus, fiet 



M 

N 



ili . t 4 . S-* . •-* . etc. 

i. 3 3. s j. 7 r. 9 



vnde obtinemus pro cafii x~ 1, per produdum infinitum, 
r 3 * — 4 4 «• * «1 Ptr — 

J yu — * x) 1. 3. * j. s * *. 1 * 7. > ’ * * * 

Corollarium r. 

357. Pro valore ergo ipfius 7r idem produdum infi- 
nitum elicuimus, quod olim iam Wallifius inuenerat, et cu- 
ius 
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a* 7 

ius veritatem in Introdudione confirmauimus , diuerfifljmis vii* 
incedentes, erit itaque 

7T = 2 . l-* . 4 -l! . L * . L* . etc. 

l.J 3-4 s. 7 r. » * 

Corollarium 2. 

358. Nihil intereft, quonam ordine finguli fadorcs 
in hoc produdo difponantur, dummodo nulli relinquantur. Ita 
aliquot ab initio fcorfim fumendo, reliqui ordine debito dis- 
poni poffunt; veluti 



1 ■ 



•K 

1 



B 



1 

I 

Lj 

I. 3 
tt 

3 

V4 

3.5 



«j_4 
3. 3 
t. 6 
3. 5 ' 
4 ^ 
1. 5 
t. 6 
X» 7 * 



u 

5. 5 
4j 
5. 7 
4» 6 
3. 7 
4j 
3. 9 



«^8 

7.7 
6. IO 
7- 9 
6 . 8 

5. 9 

6. IO 

5« IX 



1. ro 

9- ? 

8. ra 

9. XI 

8. io 

7. ii 

8. xt 
7. I* 



etc. vel 
etc. vel 
etc. vel 
etc. 



Scholion. 



359- 



Fundamentum ergo huius euolutionis in hoc 

/ * *+- a ^ 

, denotante i nu- 

y ( i — jc ar) 

merum infinitum, idem fit, vtcunque numerus finitus a varie- 
tur. Atque hoc quidem ex redudione 



/: 



X'- 1 d 



i- f- 1 r ar “*" * < 

~~T~ J 777=: 



5 x 

X X ) 



7 C 1 — •*••*■) i -7 7 0 

manifeftum eft, fi pro a valores binario differentes affuman- 
tur. Deinde autem nullum eft dubium, quin hoc integrale 

x* + l dx . , f X*dx r x i .-*- t ?x 

—r; inter haec / et / — , 

7(1 X X) J 7 (i XX) J 7 C 1 XX) 

quafi limites contineatur, qui cum fint inter fe aequales, ne- 
ceffe eft omnes formulas intermedias iisdem quoque effe ae- 

F f 2 quales 



/ 
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quales. Atque hoc latius patet ad formulas magis complica- 
tas, ita vt denotante i numerum infinitum fit 
f jr 1 g 3 .r __ f x i dx 

J (i x n ) k J (i — x n / 

Cum enim fit 



/ 



* m +- n — r a. 



m 



p x n 1 c) x* 

J •=? 

J (I — X n ) » 



m 



a — k 

(i — Jf n / * 

hae formulae pofito m — funt aequales; vnde illarum quo- 
que aequalitas cafibus , quibus a. — n , vel a — a n , vel 
a~ 3» etc. perfpkitur; fin autem a medium quempiam va- 
lorem teneat formulae, ipfius quoque valor medium quoddam 
tenere debet inter valores aequales, ideoque ipfis erit aequa- 
lis. Hoc igitur principio ftabilito fequens problema refoluere 
poterimus. 

Problema 44. 

3<So.. Rationem horum duorum inteeralium 

k — n k — tr 

fx m -'dx(i—x n )-iT et / jd 1- 1 dx (1 — x n )~, 
cafu x ~ 1 , per produdum infinitorum fadorum exprimere. 

Solutio. 

Cum fit 

4 — n I— » 

f x m ~ 1 d x (1 — x n ) » f x m ~ hn '~ x d x (t-~ x n ) n , 

cafu jrrzr, valor iftius integralis ad integralc infinite remo- 
tum reducetur hoc modo : 

k — it 

f x m ~ 1 d x (1 — x n ) « 

4 — a 

1 m-t-k } { ; ( m4-k -l-*n 1 ( ) r^iH-m+n— I 0 y f, X n ')~^~ 

m (m-t-n) (<n i-jn)' ' ‘ * 

vbi i numerum infinitum denotare aflumimus. Simili autem 

modo 
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modo pro altera formula propofita erit 

k — n 

f x *~ 1 d x (i — x n )~ 

(H-f-*)(a-i-4-4-n)(a+-* 4-*n) (M-fc+m) /".JH-fii-H»— I ^ 

— '(?'+■> («. + «») ..... tl iV7n> /Jr OX{l—X)*, 

atque hae poftremae formulae integrales ob exponentes infi- 
nitos, aequales erunt, non obftante inaequalitate numerorum 
m ct fi.: tum verci bina hae.c produ<fta infinita pari fatftorum 
numero confiant. Quare fi finguli per fingulos, hoc eft pri- 
mus per primum, fecundus per fecundum diuidantur, ratio 
binorum integralium propofitorum ita exprimetur : 

l—Ti . : 

■ f* X ) « i xfm-J-H _ Cn-f-n H m +k+ n) . (ft-Hn)(in-4-t->-«n) . 

' ' h—n. mifi + fc) ‘ Im+n^.i+lr») ’ (m-Hin) tH-f-Jk-t-m) C ’ 

X n ) * 

fi quidem ambo integralia ita determinentur, vt pofito x zzz‘ o 
euanefeant, tum vero ftatuatur ar~ij litteris autem w, p., 
b, k numeros pofitiuos denotari necelfe eft. 

Corollarium i. 

3<Ji. Si differentia numerorum m et p. aequetur mul- 
tiplo ipfius b, in produdlo inuenfo- infiniti fadores fe deftruunt, 
relinqueturque fa&orum numerus finitus, vti fi p,— m-+-n ha- 
bebitur : 

(771 77 > m k) (rn -4-» «) (m-4- k -4 - n) (m-4-37i)(m'-4-l-4-an) gj 

771(171 -f- k f- n ) (m — T— w) (m -+- it — t— a n.) * ( ni -+- a ti ) ( tti -T- * -t-j ti ) 

quod reducitur ad 

Corollarium 2. 

362. Valor autem illius prodii fti neceffario eft fini- 
tus, id quod tam ex formulis integralibus , quarum rationem 
exprimit, patet, quam inde, quod in fingulis fa&oribus nu- 

F f 3 mera- 
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meratores ct denominatores funt altcrnatim maiores et mi- 

nores. 

Corollarium 3. 

363. Si ponamus m — i , /a ~ 3 , « — 4. et k ~ 1 , 
erit 

r - 

7 Vl . — x«i — 3^s . rj . n^i. . ctfa 

/• xxjx' *•* *•» »•«» »3-W 

» (i — x«) 

fupra autem inuenimus produdum harum binarum formularum 
«fle = %. 

Problema 45. 

h—n . 

3 Valorem huius integralis f x m ~~ t dx (i — *") » , 
quem pofito ar i recipit, per produ&um infinitum expri- 
mere. 

Solutio. 



Cum in problemate praecedente ratio huius integralts ad 

k— * 

hoc alterum fx — x n ) n per produ&um infinitum fit 
aflignata, in hoc exponens |jl ita accipiatur, vt integrale ex- 
hiberi pofllt. Capiatur ergo jx — fi, ct integrale fit ~ 

k 




ita determinatum, vt pofito x — o euanefcat: ponatur nunc, 
vt conditio poftulat, .v~ i, et quia hoc integrale erit — J, 
habebimus formulae propofitae integrale cafu x—i, ita ex- 
preflum 

h—n 

— 1 ^ g /j ^.«\ — I * njm+-kl in( w+k-Hi) i n (m-t-k-t-tnt 

' ' * ’ m (k-Hv) ' ( m t-nutt-t-m) ' ifc-+- jni 



quod fingulos favores partiendo ita repraefentari poccft 



A 



/ 



v 
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k — n 

r Y n *- O v f r V w )~»~ * «"(w + H 4 it(w4-> -t-»» ) £fc 

J X ^ ' ■ mi ' (m-Hi)(k-Hi)* (m-t-anXk-HM) * (m+Jn)(k+an) *” 

Corollarium 1. 

365. Cum in hac expreflione litterae m et k fint per- 
mutabiles, fequitur etiam, haec integralia pofito x — i ( inter 
fe efle aequalia : 

f x" 1- * 1 3 x (1 — x n )~*~ —f k ~~ l 3 x (r — x n )~*~ 
quam aequalitatem iam fupra §. 349. elicuimus. 

Corollarium 2. 

3 66. Cum formulae noftrae valor, fi m — n — jfe, ac- 

■■ pofito z~ c\>, fi ob « + 



k~n ftatuamus m — 'L±i2 et k — habebimus : 

v a a 7 



/ .r"* 1 3 x • 

n f-j. ’ 
-n ,TT 



e* 1 3 . 



x rz k ~ t dz fz T 

E 5 J 1 -f-a n J 1 

4. n 2.4«/; 4. 6 .%nn 



z n ~' 3 2 






(i X*/ ia ( 1 — x”)** 



nn—aa. pnn—^aa. z^tin—ax 4 9«n-«« 
Quod produdlum etiam hoc modo exponi poteft 

2 2 n. 2 n 4 «. 4 « 6 n. 6 n 

n — a (n-t-a) (3» — a) (3»-+-a)(5«— a) (5n-t-aX7 fl—a ) * 

** -7T 



etc. 



etc. 



quod ergo etiam 'exprimit valorem ipfius 



«fin. — 

n 



n cof. — 

a n 



per §. 35». , 

Corollarium 3. 

357. Vel fi fimplicitcr ponamus k— :n — w, fiet 



/V 
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/ x n ~ r d x fx" — ax fz oz /•*’*' 

" ' Z n =^ ~ J i -f-s" i 

/ * C* 7 * in * f T *•" \ ft * 1 * 



'x* m ~ l 3.r 



"-'a* 



■4*-" 1 -' dz 



(i — X*J* 



(l—X n ) » 

« n 



4» » 



9» n 



etc. 



«— w mi^zn — m) (n^m)(^n—m) (zn+m )(+n-m) 

quae ex forma primum inuenta orirur. Haec ergo aequalitas 
fubfiftit, fi ponatur x — i et z~ cv. 

Scholion i. 

3 68 . In Introduttione autem pro multiplicatione an- 
gulorum inueneram 

fin. "-5 — ^ (i— IU) (i — ™) (i _ *J5) (i — JLi) etc. 

n n x nn J v 4nn / v 9 nn' x I6B»' 

et cum fin. f - 71 - ~ Tnl - — fin. ob n — m — k , erit etiam 

n n 7 7 

fin. •* = i» (i — **) (i — AA) (i *A) (i w Ai.) etc. 

n n v nn' ' . n n' K mu' ' 1« n n' 

quae reducitur ad hanc formam 

£ n mjr __ in * [n — * ) ( w H-fc ) _ (»« — ^ (3 w — M (3 n >> ) 
n n nn 4F1» >ru 

et pro k fuo valore reftituto 

fio. — * ffi m \ m mfiw— wi ) ^ (n4-w)(3«— wt ) _ (tn-t-m )(«*— w) c j c> 

71 n' * n n 4 n n o n n 



tndc manifefto pro 



m 



n fin. — 

n 



idem reperitur producum, quod 



valorem noftrorum integralium exprimit, ficque nouam habe- 
mus demonftrationem pro Theoremate illo eximio fupra per 
multas ambages euido, eflfc 

rx m ~ *dx fX n ~ m ~’ d X fZ n r)z — I ^ 2 



n fin. — 

n 



Scho- 
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Scholion 2. 

3 6 g, Quo noftra formula latius pateat, ponamus 
L — ^ feu k — 'i!, et nancifcemur / x m ~ 1 5 x (i — x n 1 

v s(m*-t-nfi) 3 [*y+«|u + <|l « Tm y 4- n (ju. 4- s v)] 

. — — • ■ - • — i 1. 1 i i - — • — ■ ■ . • CLC# 

n|i (m-t- n) (ji 4- v) (»-tn|||iTH) (m 4 - 3 n ) ( m -t- 3*) 

v a(wi 4- Tt j x) 3 (my 4- n 4 4- w v ) 4 ; «y 4- nu »ny ) t(my4- nft 4- 3ity ) g £_ 

mu * (»+«|(n+*l ’ (m -t-Jn)(n4-2v) * (m-y-3n)lH4-3») ’ (m4-4n)(H'-i-4y) C * 

in qua expreflione litterae »/, n et jx, v funt permutabiles , 
praeterquam in primo fa&ore, qui cum reliquis lege conti- 
nuitatis non conne&itur; ac fi per n multiplicemus, permuta- 
bilitas erit perfe&a, vnde concludimus fore 

n/x m ~'d jt(i — 1 = vfx*" 1 (i — x v )’» 1 

* t 

quae aequalitas cafu v — n ad fupra obferuatam reducitur. 
Caeterum iuuabit cafus praecipuos perpendifie, quos ex yalo- 
ribus p. et v defumamus. 



Exemplum r. 



I 



370. Sit ix. — 1 et v — 2, fietque 

n ~ l ?) x a a (2 3 (2 «4-3») 4 ( 2 m -t- 3 n) 

m 



>/(i -x n ) 



3 (« 

=lf- 



n) 5 (w 

a* 



etc. 



2 n) 7 (« * + * 3 n ) 



n — n*. 



>/ (1 — 

quae cxprefiio ita commodius repraefentatur : 



/ 



x n d x 

V (»—**) 



w 



4 (2/» 4 -») 6 ( 2 tn 4- 3 u) 8 ( 2 /» 4 -<;i) 

3(2/// 4- 2 n) 5(2« 4- 4») 7 (2/» 4- 6») 



etc. 



irnde fequentes cafus fpecialifiimi deducuntur 



/ 



d * 



Vii — XX) 



iii . iii . ii* etc. 
3.3 5. s 7. r 



/ — 
J Y (i — 



xx) 



G g 



/a* 
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• 3 X 


— 


V U — 




X i X 


... 


VU — * 5 > 




* 9 * 




vu~ x*) 




• X 3 X 


_ 


V U — x*) 




fiuc 




X X 3 X 




v u — x*) 




X* 3 X 





VI 1 — X*1 





£J 


6. 11 


8. 17 


*°- 8 3 etc 


3.« 


’ 5. 14 * 


7. ao 


9- 86 


4- 7 


<5. 13 


8. 19 


,0 ’ 85 etc 


3- IO 


* 5. 16 


7* aa 


9. ag 


4- 3 
3. i 


4.7 8. 11 

• " • ' • 
5. 9 7* 13 


^ etc. 

9. 17 


4 • 4 

3* 6 


6. 8 8. 12 

• — . • 

5. !• 7. 14 


— ‘ etc. 

9. 18 


* 4 


• 4 ’ 6 . 


« « 


*• 10 e tc 


3* 3 
4- S 


* 5. 5 
6. 9 


7. 7 

# 8. 13 


VIL* 

9- 9 

I- etc. 


3. 7 


* 5- 11 


* 7. 15 * 


»• u 


4- 6 


€. IO 


8- 14 


,0 - r * err 


3- 8 


# 3. I» ' 


’ 7. 16 # 


vLv • 

9 . ag 



— x*)« 
* f 3 X 

s/ T 

r{i — x*j 

» r 3 x 



Vll — x*)* 
i r 3x 

iJ 7 ” 

yu — xm 



= «/■ 



y«i~x*) 



Exemplum 2. 

271. «S 7 f p. — 1 et — 3, fietque 

7 x m ~* ^ 3 C3OT-+-4») 

y' — x*)* m ^( ,n - j ~ n ) 7 (« + 2 »,) 

3 /* ’ 3* 

n J n , . 

V ( 1 — * 3 /— w 

vnde fequentes cafus fpecialifTimi deducuntor : 

/- = $ . 14 . *i? . ±21 . iil? etc . - 

4 3 '■ s **' «’ 

±±..t2.±±. *i» etc. : 



4(3 W- 4 - 7 a) 
1 o (w 3 n) 



■/{i — x*) 1 

fiue 



K U — * s )* 

flue 

/r^ 

V(» — x *) 1 

yit-x*)* 



a. s 


• 3 * 11 


4 . 17 




s. 23 


4 * 3 


7. s 


10. 7 


• 


13. » 


a. 6 


3. 15 


4 » «4 




S. 33 


4 - 4 


* 7. 7 * 


10. 10 




IJ. 13 


a. < 


5 . 9 


8 . 12 




11. IS 


4 - 4 

2 . 9 


* 7 * 7 * 
3 . 18 


10. 10 
4 - 27 




13. 13 

i. 36 


4 - 5 


* 7 * 8 


XO. IX 




13 . I4 


36 


6 . 9 


9 * 12 




12. 15 


4 - S 

a* 7 


* 7 - 8 * 
3 - 19 


IO. II 
4 - 3 l 




13 . I4 

6 - 43 


4 - 5 


* 7 . 9 


10. 13 




13 . 17 


2. 13 


3 . as 


4 * 37 




S- 49 


' 


’ MI # 


10 . 16 




1 3 - 1? 



— 3 r 3x 
*'Vii — 



J V(I — x>) 
V(I— x>J* 



Vd — x>) 



V-r^— 

VU~ x»)* 
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Exemplum 5. 

372. Sit [x — 2 et v z=. 3, fietque 
f • yW ~~ 1 ^ * — _3_ g(3 »-+-g») 3(3 4('3W-t-8ff) 
^ /(i-O 2 m 5 (»»-+-») 8{m~h2tt) ii («-+-3«) 

. = £ f x7)x 

n J n 

]/(i — — "* 

vnde fequentes cafus fpeciales deducuntur : 



etc. 



> r 


— } . 


«• 7 


. £JL 3 


_±_L 9 


— s . etc. 


— 3 r *3* 


^ * 

Vd-**) 




1 . 3 


' 5 * 


XI. 7 * 


14 . 9 


' vi « — **1 


r 3x 


3 


*. 9 


# 3- T » 


4* •? # 


*• »* . etc. 


f x 9 x 


* I 

Vl« — *M 


9 • 


!• 4 


* f. 7 * 


XI. 10 


14- <3 


* 1 

V(i— **p 


£ue 




» 3 
4 


6 . 6 
S- 7 


9 . 9 
8- 10 


— etc. 

n. 11 




r X d X 


3 


fi. 12 


3. 21 


4 . 30 


J' 39 , etc. 


r *j* 


J 1 


3 • 


5. 3 


* |71 * 


xTTIx # 


14 . i 4 


" I 

Vtl — 3C»I 


fiue 


3 

4 • 


4* * 
J. S 


7 . 9 

• ■ ■ • 
S. 8 


XO. 12 
II. XI 


Ii-L‘ etc. 

14 . <4 




r j* 


3 


fi. II 


3- A 3 


4- 35 ^ 


- s — 7 . etc. 

14- »7 


— 3 r x 3 * 


* 1 

y<i -*♦) 


-— " 9 • 


5* 5 


* 8 . 9 * 


ii. «3 


4/ , 

yji— *»)* 


f r* i x 


I 


». 17 


3- *9 


4- 41 


. etc. 


— 5/ * . 


* J 


■■ 9 • 


5* 7 


* 1. II 


IX. 15 


14- X9 


v (1 —a*) 



fi 



Exemplum 4. 

373. Sit p. — 1 et v — 4, fietque 
X m ~ 1 d x 4 a^OT-i-») 3(4*»-«- <?») 4^4» + «)») 



yct-xy m 9 2 », 130 -*- 3 »; 

__ 4 f _ ? x 

n J ", 



etc. 



y/ (1 — Jf 4 ) n — m 

vnde fequentes cafus fpeciales prodeunt : 

Gg 2 



f&x 
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r 3 * — t 


3. 6 


3- 14 


4. 31 


, *•*? , ?tr, — 9 r ** 


* 4 

yit-**)* 


5*3 


9. 5 


li-r 


t?. » J /(x — *♦) 


B» 

e 

II 


4- 3 ^ 

3- 5 * 


6. r 
■ • 
s. 9 


t- M 
7 ■ « 


. **« etc. 

9- 17 


f 3x 4 


3. 7 


3* 19 


4- 3t 


. s ' 43 . etc. zz t f 3 * 


J — 1 . 


5-4 * 


9. 7 * 


13- 10 


»7- «3 *•» 

X+)« 


r *** — * 


8 . II 


3 »3 


4* 35 


5.47 — 4 r a* 


' 4 

VI i — *»)* 


5. 5 * 


9. 8 


*»• «1 


>7- >4 ZJ 1 


f »X 4 


t. > 


3- U # 


4. 40 


. ±ji pt r . — r dx 


J * 1 
V(i — *♦)* 


S. 5 * 


9. 9 * 


XJ. 13 


ii- 17 •'4 


feu = ? . 


4 - 4 # 

5. 5 


6. 13 
9- 9 


8. O 

13* »3 


etc. 

17- 17 


feu = } . 


5. 5 


4. 12 

9. 9 


10. 16 
13- i3 


. !2J? etc. 

17- 17 


f xxix 4 


3. 16 


3- 3* 


4* 4t 


s- 4 * — f 3x 


J 4 “ 

Vll — **)* 


5- 7 * 


9* IX # 


13. IS 


17 . 1 » ' « 

yti -*«t 


feu = 3 . 


4» t 
— - • 
5. . 


6. 14 
9. II 


8- *4 

J3- IS 


. !£ii l etc. 

17* 19 


• 

«n 

II 

9 

& 


4 — . 
5. 7 * 


8. 12 
9. II 


12. 16 

13. 15 


. ilii? etc. 

17* 19 



Atque in his et praecedentibus iam cafus /x rz 3 et v ~ 4 
c(t contentus. 

Scholion. 

374. Caeterum hae formulae, in quas litteras /x et 
y introduxi, latius non patent quam primum confideratae , fe- 
ries enim pendent a binis fra&ionibus ~ et quae cum fem- 
per ad communem denominatorem reuocari queant, formulas 
' r 3 x r x k ~ l d x 



e .v"- * 0 x r x " 

J >/ (1 -x n ) n ~ k ^ V (l 



X n ) n ~ n 



perpendiffe fufficiet. Cum igitur earum valor cafu xzzzx ae- 
quetur huic produdo 

3w(w-<-fc-4-in) 



t- 



mik-t-n) (m -t- n', lk-+- a n) {n -f - n) {k -l- 3 n) 



. etc. 
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fi in fingulis membris fa&ores numeratorum permutemus , et 
membra aliter partiamur, idem produ&um hanc induet formam 

m + k n jnH-it-t-n) _ i +- 311 ) ^ 3t(m-f-fc-+-3 n) cfc 

m k * (m-t-n|( k -t-n) ' (m-H* n l"l* -t-a n) ' (m-t-3 a )l fe 3 n ) 

• quae ad memoriam magis accommodata videtur. Simili mo- 
do cum fit: 

r x*~ x d X r x ,, ~ t dx 

J /(!_//-« J V(*— 3fy~* 

f + i) n (P -4- q -4- n) an(p4-^-t-iw) an(f>-f-q-+- 3 n) 

P1 ‘(j> + »)l? + ”)'lpf ’ If + + 

illam formam per hanc diuidendo , erit 

fc — n 

f X m ~ 1 d X (t X n ) 11 

fx*-‘ 3 r(i — 

p g (m -4- t) ^ (fi-l-2nn'?4-an)(Tn-»->-+-3n) 

n»i(p-T-q) \m ■+■ n ) l* 1 - nll? -t- q -1- n) ' (m r 1 n)l k •+• 2 n)[p-t-q t->n) 

cuius omnia membra eadem lege continentur. Hinc autem 
eximiae comparationes huiusmodi formularum deduci pofliint , 
quae quo facilius commemorari queant, breuitatis caufa fequenti 
feriptionis compendio vtar. 

Definitio. 

q — n 

37$. Formulae integralis f x*~ l o x ( i — x n ) n va- 
lorem, quem pofito x — i recipit, breuitatis gratia hoc figno 
(-£ ; indicemus, vbi quidem exponentem » , quem in compa- 
ratione plurium huiusmodi formularum eundem efle aflumo » 
fubintelligi oportet. 

Corollarium i. 

376. Primum igitur patet efle et vtram- 

que formulam efle 

f-4-q # « tpH -g-4-nl . n|p + j + in| 

t 9 " n 1 (? -+- n) ‘ (f> -i- a n)( j -+• a n) * 

G g 3 quo- 
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quorum membrorum progreflio eft manifcfta , dum fingnli 
fadlores tam numeratoris quam denominatoris continuo eodem 
numero n augentur, ita vt ex cognito primo membro fequen- 
tia facile formentur. 

• . / • 

Corollarium 2. 

377 . Deinde fi fit p = n, ob formulam integrabilem 
liquet e fle (J-) = (-£) = $, item (£) = (£>:=$. Porro 
cum 

/*»- ® * 0 — **r* = i 

«fin. £2 

* 

ob q — n — — p feu p-\-q~n erit 



(-»-) = (*=-*) = 
V B — t> ' V ' 



n fin. eJT 

n 



Quare valor formulae (-J) abfolute afiignarx poteft, quotic* 
fuerit vel p — n, vel q =zn, vel p ~h g — ». 

Corollarium 3. 

378- Quia etiam inuenimus hanc reduflionem 

fx* + '-'dx(i-x n dx (I ~x n )^\ 
fequitur fore (t±3) = -J- . ( l) : hincque 

fr+q-n V q j p * 

tum vero etiam 

(-£ ) (f — n\[q~ ni r p — n i . 

1 ' + 9 — ml ‘ ' 

vnde femper numeri p et q infra n deprimi poflunt. 

Problema 4 6. 

379- Tnnenire diuerfa produtfa ex binis huiusmodi 
formulis, quae inter fe fint aequalia. 

Sola* 
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Solutio. 

Quaerantur ergo numeri a, b , c , </, et p, r, .c, vt 
fiat = quod cum fit 

/ a_ \ __ a 6 n (a -f- ft nl / c \ c +d . n ( e -4- d 4- n) 

' 6 ' ab ’ 1 a n 1 1 b -t- it ) " '<!■' c d ( c -t- re) 1 et n ) * 

(£_ V E-? . n(p-)-q-f-n) g tc> ( r_ \ r+i # etC. 

v g ' (j>-t-»)l« + »> v 1 ' r* ir + n)(J + n) 

eueniet , fi fuerit 

[ a-4- ftl (c -t-d) fg U 

a b cH p q r s * 

a b c d (p 4- q) (r 4- s) = p q r s (fl + b) (c -+- d) 
ita vt, cum vtrinque fex fint f.uftores , finguli lingulis fint ae- 
quales. Ex quaternis ergo a b c d et p q r s binos ad mini- 
mum aequales efle oportet: fit itaque s — d efficique oportet 

a b c {p -4- q) (r -+- d) — p q t (a 4- ( c 4- d ) . 

1. Sumatur alter fa&or r, qui cum ipfi c aequari ne- 
queat, quia alioquin fieret (-£-)- (-£.), ftatuatur r~b , vt fiat 

a c (p 4- q) (b 4- d) ~ p q (a 4- b) (c 4- d) . 

Hic neque p neque q ipfi p 4- ? aequari poteft , poni ergo 
debet. 

x.) Vel p q — a ■+■ b, vt fit a c (b -+■ d) —p q (c -+- (f), 
quia neque c neque ( b-\-d ) ipfi c 4- d aequari poteft, fieret 
enim vel dzzz o, vel b — c, et (-L) — (-j), relinquitur a ~ 
c 4~ </> et p q — c (b 4- d) j ideoque p ~b ■+- d et q — c, vn- 
dc conficitur: 

2 . ) Vel p-hq — c-j-d, ergo ac(b-+-d)—pq(a-t-b) , 
hic c neque ipfi p neque q aequari poteft, fieret enim (-£-) 
= (-g-) , vnde fiat c ~ a -+- b , vt fit p q — a (b -+- d)-, ergo 

P — 



’ i 
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p — a; q ~ b -f- d; r ~ b ; s~d confequenter 

II. Quia r — b non differt a praecedenti , ob a et b 
permutabiles, ftatuatur r~ p q, fietque 

abc(d-+-p-h-q)— pq ( a-+-b ) (c H- d) . 

Quoniam r ipfi c aequari nequit, fadlor d-\-p~\-q neque ipfi 
p, neque <7, neque c ->t- d aequalis poni poteft, relinquitur ergo 
d-\-p-\-q— a-{-b, et ab c — p q {c -+-</), vbi quia c ipfi 
c -\- d aequari nequit, ac p et q pari conditione gaudent, fiat 
p — c; erit q — a -t- b — c — </, et ab-(c-i-d) (a-*-b — c—d ); 
vnde a — c -h d-, q — b; p — c; r ~ b -+- c ; s~d; ficque 
conficitur: 

Corollarium i. 

380. Hac folutiones eodem fere redeunt, indeque tria 
produtfla binarum formularum, aequalia eruuntur: 

( 7 ) ('>-) = ( t ) (-?-) = (V 

vel in litteris p , y, r, 

(i ) (*—*) - (■*■> (^) = d) 

Corollarium 2. 

381. Si hae formulae in produdta infinita euoluantur, 
reperietur 

/ — p-4-q + r » n f i> q r n|_ A n n (p-t-q-i-r 4-i ip pTr 

V q ' ^ r pqr ' (p ;i}U-t-nHr-i-n) * (p-r* »)lfl-r-»nXr + *n) 

vnde patet, tres litteras p, <7, r, vtcunque inter fe permutari 
pofle, atque hinc ternas illas formulas concludere licet. 



Corol- 
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Corollarium 5. 

382. Reftituamus ipfas formulas intcgrales, et fequen- 
tia tria produda erunt inter (e aequalia 
r xt—^x r 

■ J y (x — jc*)*— r 

a:* - 1 d x 



-t/ 



( 1 — x n ) n 

•J 1 , - n — r J 



x q + r-l dx 

y (1 — jr*)* - p 

rf + , -'3x ^ 



enim ob 



y (i — x n j n ~ r J y (1 — x n ) nm ~ q 

Corollarium 4. 

383. Hic cafus notatu dignus, quo p -f- q zz:n , tum 






haec tria produda fient ~ 



IT 



» r fin. £— 

n 



Erit fcilicet 



x m J* 



r x B ’ _f, “ , 9x fx n ~ p ' hr '~ l dx_ T x*~*dx fx p+r ~ 

J *V( J y(x-x')'- r J V('~ 

7T 

« r fin. ^ 

71 

Scholion. 

• 384. Triplex ifta proprietas produdorum ex binis 

formulis maxime eft notatu digna, ac pro variis numeris loco 
p, r fubftituendis obtinebuntur fequentes aequalitates fpe- 
ciales: 

H h pqr 
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P 

i 

1 

x 

X 

2 
X 
2 
X 
X 

1 
X 

2 
2 
2 
3 
3 



r 



\ 



2 

2 

3 

3 

3 

3 

3 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 



(i) (■) = (?)(!) 

(!) (I) — (I) (!) 

(!)(?) = (?)(!) = (?)(?) 
({)(!) = (!)(?) 

(S) (!) = (!)«) 

(?) (i) = (!) (!) 

(I)(j) = (8)(!) 

(?)(l) = (t)(l) 

0) (5) = (|) (j) = (f)(|) 
(?)(|) = (|) (i) = (!)({) 
(0(» = (0(0 
(?)(*) = (!)(?) 

(?) a) =«)(*)= coco 

(t)«) = (|)(8) 

( 1 ) 0 ) = (!)«) 

(|)«) = (0(8). 



Quae formulae pro omnibus numeris n valent , ac fi numeri 
maiores quam n occurrant, cos ad minores reduci poffe fupra 



vidimus. 



Problema 47. 

385. Inuenire produ&a dlucrfa ex ternis huiusmodi 
formulis, quae inter fe fint aequalia. 

Solutio. 

Confideretur produftum (i) (t±J) (L±X±T), quod 
euolutum praebet: 

t-t-l r -+-* m n*tp- 4- < 7 -t- r -4- 1 -4- n) 

t 1 rt (f -1- n) (9 -1- «)(r -+- n) (j -+- n) 

quo eundem valorem retinere euidcns eft , quomodocunque 
quatuor litterae inter fe commutentur. Tum vero eadem euo- 
lutio prodit ex hoc produfto: (£.) (4) (tii), vbi eadem 

per- 
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permutatio locum habet, 
haec produda: 



Aequalia ergo funt inter (t omnia 



(-t) (tJtl) (-£) (t±T) ; (J.) (t±J) 

(f ) (tipi)i Cf ) (*±0 (f) (tf' ) (t±z±l) ; 



(X)(l±r)(til±T)i (Z) (!*!) (t±l±l) I 



Produda alterius formae ope praecedentis proprietatis hinc 
fponte fluunt: eft enim 

Deinde vero etiam hoc produdum (A) (t±J) euolu- 

tum pro primo membro dat: 1 p jj - , in quo tam 
p et r, quam q et s inter fe permutare licet, ita vt fit 

(f ) (*±*) (^- r ) = (i) (=£0 

Scholion. 

38<J. Quantumuis late haec patere videantur, tamen 
nullas nouas comparationes fuppeditant, quae non iam in prae- 
cedenti contineantur. Poflrema enim aequalitas 

(-£-) = c-f) (^) c*f- r ) 



9 

oritur 

ex multiplicatione 
harum 



(£)(*?*) = 0J)(*F) 



(A)(t±£)3:(f)CL±i)- 

Priorum vero formatio ex hoc exemplo patebit, 
aequalius (Z) (t+l+I) = (f).C-±i; 



oritur 

ex multiplicatione 
harum 



(^*) =tf) c£p. 

<» Hh a 



Illae 
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Illae autem comparationes praecipne vtiles funt ad valores di- 
verfarum formularum eiusdem ordinis feu pro dato numero n 
inuicem reducendos, vt integratio ad pauciflimas reuocetur , 
quibus datis reliquae per eas definiri queant. 



Problema 43. 

387 . Formulas fimpliciffimas exhibere , ad quas inte- 

1 f) x 

— 
/(1 — 

contentorum reduci queat. 



Solutio. 

Primo eft (y) | , vnde habentur hi cafus 

(?) = u = (?) = i; (?)==$; (f) = !-ecc. 

Deinde eft ( — — — ) — — vnde omnium harum formu- 

\« — p) n fin. 

larum valores funt cogniti, quas indicemus: 

= «; (1=1) - p; (S=l) = y; (S=0 = 5 etc. 

Verum hi non fufficiunt ad reliquos omnes expediendos, prae- 
terea tanquam cognitos fpe&ari oportet hos: 

(irpi)— A; = (i=*) = C; (S=i) = D etc. 

atque ex his reliqui omnes determinari poterunt ope aequa- 
tionum fupra demonftratarum ; vnde potiflimum has notalle 
iuuabit: 



= (-FX 

)( 

(==*)( 



C-7-) (— F-) = (-?-*; ( n - 



-) i 

a — b 



b ' v 6 

n — b — 1 \ f n — a — b • 



Ex harum prima polito a — b -f - 1 inucnitur 



); 



n— 
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(•=») = (!=-•) (JrXS), 

vbi ) = -ir’ ideoque per formulas aflumtas definitur 

(“>• x •- • - . 

Ex fecunda pofito b rr: i inuenitur 
(-=f=l) = (S=l) 

Ex tertia pofito £ r dedugitur 

(l=i=i) = C-=i) C-E-t) (!=f=I) (*-=-•) ' 

ficque reperiuntur omnes formulae ( * ~ * ) , et ex his por- 

ro ponendo b ~ 2. in tertia 

> = c 1 ?’) (£-:> (=— ) = ("-?-•) 

vnde reperiuntur formae ( " ~ a a ~ -)^ et ita porro omnes { n ~~ 0 a ~* )i 
'quippe quae forma omnes complebitur. Labor autem per 
priores aequationes non mediocriter contrahitur. Inuenta enim 
—) ex prima colligitur 

C (5-) -- 

ex fecunda vera 

(*=£=-•) • Op 5 )» 

fimilique modo ex inuentis formulis ( n ~~~ - * ) deriuantur hae 

fn — ( n —a—3 \ \ . / n — « — 3 \ 

'a-f > a +3 s ' a ^ a ' 

_ ( n^3 > (1=^=2) : C-73. 

Corollarium i. 

388. Ex aequatione ( 5 p 0 =3 y— (^P 5 ) r *) defi- 



niuntur 



ep9=A> c-=i) = s» (•-=-■> =£» e-=-o =&» . t,c - 

Hh} Ex 
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Ex aequatione vero (V— 1 — -) — (— — *) (”— 
formulae 

(f-—-) — ~ i (^=-’) = yi (~ 4 ) — y '» C -=0 = ^; ctc. 

Corollarium 2. 

389. Aequatio 

C— = C-P) ?-=?=$ : P=-“) (=■==) 

praebet 

/n-Ji _ iAB, / « — — - g B C . f * — — — «C D . ( *■ — aDJZ pfc. 

\ I a pfX , ''a ^ <y A ’ ' 3 ' £ A ^ 4 ' * A 

vnde rcperiuntur ( 1 = 1 ) = (=0 : for- 

mulae 

(— > — ,TT8' C” -^BC’ ^“T'~ »«CD’ ^TD£ etC ' 

atque etiam iftae 

( " — g ~ — (!L~-) ( ! L r^?m ) : ( 2 _p 5 ) , quae funt 

»\ 3« A B . ^ p-t BC . fn — P ? C n - {* ~±\ P g P E f f f , 

(“/ — TlSX’ a — ) — K ~*~ J — 74 A’ V * J TTaT 

Corollarium 3. 

390. Tum aequatio 

c-i~) = e=-*) 0=^=0 : (*-=*) p=*) d « 

.,n— 4 > q (3 A B C . /* — *', qpBCD . /n — <s\ apTJfTE . /n — 7\ «PPK* 

V i ~ ' p > A B * ^ • ' y S A B * ' 3 ^ iiAB* ' 4 ' i £ AU 

hinc (1=J) = ( n ^-~ ) ( 7 ) : ( n - ° — 3 ) praebet 

/n — 1\ p >y A B . f n — 3 \ 7 ? t A B . ( n — 3 \ f t Z * *_ etC. 

V 4 J I qp A it C ’ ^ S ' sapBtl)’ ' A ' 3 a |i c l> E 

atque ex ( »-°-^ ) — (I^ 1 ) (±=±= 2 ) : deducuntur 

fn-i\ ap 7 BCI). /n — «\ np^CPE . aPTDEP e f C . 

\ j J PyJaB ’ '3 ' 7 i t A B * ^ 3 J StiAB 



39 1 - 



Exemplum x. 

Cafus in hac forma f — — — = 

J f (1-**)— * 



conten- 
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contentos , vbi n = a vfc efi — 

Manifeftum eft has formulas omnes vel algebraice ve! 
per angulos expediri, his tamen regulis vtentes, quia numeri 
p et q binarium fuperare non debent, vnam formulam a cir- 
culo pendentem habemus ( 1 ) = — = I =: a, vnde noftri 

cafus erunt: 



G) = i; (■) = ■ 

• (?) = «• 

Exemplum 2. 

/ jfp-"” 1 3 x / p\ 

=r I - ) 

/(1 — x 3 ) 3 “« 

contentos , vbi n =zr 3, euoluere, vbi efi (t± 3 ) = ^ (£-)• 



Hic cafus principales, ad quos ceteri reducuntur, funt 

(» = _2_=-i£- = «.«(l)=A =/■- 

V ' 0 f.n-I »1/5 ^ *, 






3 fin. J 3/3 
qua conceffa erunt reliqui : 

(?)=ii (i) = i; (I) = 5 ’ 

(?) = «; (S) = J 

(0 — A. 

Exemplum 5. 

393. Cafus in hac forma f — — — = (- J 

J /(1 - x <y-i Xq/ 

contentos , vbi n — 4, euoluere , vbi efi (f~) — (*-)• 
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A circulo pendent hac duae 



(0 = 



4 fin. % 



= ~-V = « et (S) = 



7T 



a)/ a 4fin.^3 4 

praeterea vero vna tranfeendente fingulari opus eft (?) 
vnde reliquae ita determinantur : 

(0 = 1; (0 = 5; (0 = 1; (0 = 5 
(?) = *; (0 = t; (i) = £ 

0)=A; (S) = f* 



A, 



«)=¥• 



Exemplum 4. 



394. Cafus in hac forma f — — — — r= ( 

J V(i -x*)'-' 

contentos , vbi n — 5, euoluere, vbi ejl (t±l) ~ ~i— (t.) . 
A circulo pendent hae duae formulae : 

/• v 



(0 = 



5 fin- s 



= a et (J) zzr 



5 fin. 



fl 7T 
5 



= Pi 



praeter quas duas nouas^ranfcendcntes aflfumi oportet 
G) = A et (5) = B, 

per quas omnes fequenti modo determinantur 

0)= 1 ; («)= 5; (!)= i; (0 = 5; (!) = ! 

()) = «; «)=£; (» = £; (0 = ji» 

( 1 ) — A; (l) = (3j (?; = M 

Ci)=v' f 0) = B 

a A 

p 

Exem- 



\ a A 

v«; — 1- 
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Exemplum 5. 



=4* 



395. Cafus in hac forma J — 



x?-'dx 



y (i— x‘/— * 

contentos , vbi n — 6 , euoluere. 

' A circulo pendent hae tres formulae : 

<» = m=r = «« <« = 



=c-) 



6 fin. \ 3 

(i) = 






6fin.^r 3/3 



r 7r __ 

Tir 7 V 



6 fin.iZ 
6 . 



tum vero aflumantur hae duae tranfcendentes : 

(?) — A et (*) — B 

atque per has omnes fequenti modo determinantur 



«) = 

0 ) = 

(f>= 

o; = 

G) = 
0) = aA 



:*!(«•) 
: «; (0 
: A ; (i) 

y B ; («> 

V; (0 



Ss (I) 
^ (i) 
0; CJ) : 
B; (i) 

aBB 

yA 



■ l i ( 5 ): 

(*) : 

^ (J) 

: Y 



5; C0= I; «)== 



ft* 0) 

P 7 A 

*aBi 



*A 



T* 



Scholion. 

39<J. Has determinationes quousque libuerit, conti- 
nuare licet, in quibus praecipue notari debent cafus nouas 
tranfcendentium fpecies introducentes; quorum primus occur- 
rit fi »~3, eftque ({)—,/* — — , cuius valorem per pro- 

V^H — *»)» 

du&um infinitum fupra vidimus efle 



| . . L>.±” etc. 

4« 4 7. 7 IO. IO 



I i 



quod 
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quod ex formula (J), ob n~ 3, etiam eft 

* 3 I <• « 9. II »• '4 PTC 

— - ■ — - • * • — ■ - • — — 

|.I 4. 4 7. 7 10. 10 13. 13 

Deinde cx clafle n — 4 nafcitur haec noua forma tranfcen- 
dens : 

f i\ r x 9 x r 9 x r 9 x 

^ ^ ' V(i — x 4 ) ’ 

^(i -/{i — x 4 )» 

quae aequatur huic produdo infinito 

3 4 . ? 8. II is. 15 16* I9‘ 3 e. r 4. II 6. II i. II pfc 

• • * • ’ ~ ~~ • 7 Clt« . 3 f — • — ■ • * • — — VIV» 

I.S 5.6 9.10 13.14 «:• II 8 s. 3 9* 5 13. 7 *7. 9 

Ex clafle n — 5 impetramus duas nouas formulas tranfcen- 
dentes 

(?) — / xt -l x — — / — i ! — — jl . L± . I2J* . !Li» etc. et 

w ' 5 J s 1.3 6.8 11.13 16. 18 

ysi— *M* v<i— *!)• 

(?) — jl . . »2iii . £Lil etc. 

' ' ' i a. s j. ? ia. 11 17. 1? 

✓(1 — *>)! 

ita Vt fit 



Claflls /* ~ 6 has duas formulas tranfcendentes fuppeditat : 

1. (?)—/-*-'*— z =/ »« 

7a — x«)i y'!! — x<) ^(1 — >•)» 

0 *‘j* — /■ *Jx — 1 /• — 1 r 3z 

2. y- — *y rl r"jr) — s/- 

vu — x®)* y(i— zz)* 

fumto j z= ar x et s m x 3 . Notandum autem eft inter has et 
primum / — — — — 2 /. — rr a (?) relationem dari, 

•^(I — xip v^i >*)♦ 

quae eft 2y(})(J) — #(i)(l), ita vt prima admifla hic al- 
tera fufficiat. 



CAL- 
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CALCVLI INTEGRALIS 

LIBER PRIOR. 



PARS PRIMA, 

SEV 

METHODVS INVESTIGANDI FVNCTIONES VNIVS 
VAR1ABILTS EX DATA RELATIONE QVACVNQVE 
D1FFERENTIALIVM PRIMI GRADVS. 



SECTIO SECVNDA, 

DE 

INTEGRATIONE AEQVATIONVM 
DIFFERENT1AL1VM. 




. Ii— ■ — .. ■ — 

CAPVT I. 

DE 

SEPARATIONE VARIABILIVM 

* . \ 

Definitio. 

§• 397 * 

ln« aequatione diffcrentiali feparatio variabilium locum habere 
dicitur, cum aequationem ita in duo membra difpefcere li- 
cet, vt in vtroque vnica tantum variabilis cum fuo differentiali 
infit. 

Corollarium i. 

398. Quando igitur aequatio differentialis ita eft com- 
parata, vt ad hanc formam reduci poffit, io 

qua X fundio fit folius jr et Y foiius y , tum ea aequatio fe- 
parationem variabilium admittere dicitur. 

Corollarium 2. 

399. Quodfi P et X fundiones ipfius x tantum, at 
Q et Y fundiones ipfius y tantum denotent, haec aequatio 
PY 5 x~QX 3 j' feparationem variabilium admittit, nam per 
XY diuifa abit in tll — 212.^ in qua variabiles funt feparatae- 

Corollarium 3. 

400. In forma ergo generali ||zz:V, feparatio va- 
riabilium locum habet, fi V einsmodi fuerit fundio ipfarum 
* et^, vt in duos fadores refolui poffit, quorum alter folam 

I i 3 varia- 
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■variabilem jr, alrer folam y contineat. Si enim fit V:XY, 
inde prodit aequatio feparata i 2 — \dx. 

Scholion. 

4.01. Pofita differentialium ratione in hac 

feftione eiusmodi relationem inter x , y et p confiderare in- 
ftituimus, qua p aequetur fun&ioni cuicunque ipfarum jr et y. 
Hic igitur primum eum cafum contemplamur, quo ifta fun- 
ftio in duos fadores refoluitur, quorum alter eft fumflio tan- 
tum ipfius x et alter ipfius y, ita vt. aequatio ad hanc for- 
mam reduci poffit Xd.r~Yd>', in qua binae variabiles a 
fe inuicem feparatae effc dicuntur. Atque in hoc cafu For- 
mulae fimplices ante tractatae continentur, quando Y — 1, vt 
fit X 5 *, et y—fXdx, vbi rorum negotium ad in- 

tegrationem formulae X 3 x reuocarur. Haud maiorem autem 
habet difficultatem aequatio feparata X d x — Y d quam per- 
inde ac formulas fimplices traftare licet, id quod in fequente 
problemate oftcndemus. 

Problema 49. 

402. Aequationem differentialem, in qua variabiles 
funt feparatae, integrare, feu aequationem inter ipfas variabi- 
les inuenire. 

Solutio. 

Aequatio feparationem variabilium admittens fempcr ad 
hanc formam Y dy — X dx reducitur; vbi X 9 .r tanquam dif- 
ferentiale fundionis cuiusdam ipfius x et Y d y tanquam diffe- 
rentiale fumftionis cuiusdam ipfius y fpedtari poteft, cum igi- 
tur diffierentialia fint aequalia eorum integralia quoque aequa- 
lia effe, vel quantitate conflante differre neccffe eft. Integren- 
tur ergo per praecepta fuperioris fcdionis feorfim ambae for- 
mulae, 
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mulae, feu quaerantur integralia /Y et /Xdx, quibus in- 
ventis erit vtique / Y d y — f X d x Hb Conft. qua aequatione 
ralatio finita inter quantitates x et y exprimetur. 

Corollarium 1. 

403. Quoties ergo aequatio differentialis feparationem 
variabilium admittit, toties integratio per eadem praecepta , 
quae fupra de formulis fimplicibus funt tradita, abfolui poted. 

Corollarium 2. 

404. In aequatione integrali /Ydyz=:/Xdx -+- Conft. 
vel ambae fundiones fYdy et fXdx funt algebraicae, vel 
altera algebraica, altera vero tranfeendens , vel ambae tran- 
fcendentes, ficque relatio inter x et y vel erit algebraica, vel 
tranfeendens. 

Scholion, 

405. In feparatione variabilium a nonnullis totum fun- 

damentum refolutionis aequationum differentialium conditui fo- 
let, ita vt cum aequatio propofita feparationem variabilium 
non admirtit, idonea fubditutio fit inuediganda, cuius benefi- 
cio nouae variabiles introdudae feparationem patiantur. To- 
tum ergo negotium huc reducitur, vt propofita aequatione 
differentiali quacunque, eiusmodi fubditutio feu nouarum varia- 
bilium introdudio doceatur, vt deinceps feparatio variabilium 
locum fit habitura. Optandum vtique edet, vt huiusmodi 

methodus pro quouis cafu idoneam fubditutionem inueniendi 
aperiretur; fed nihil omnino certi in hoc negotio ed comper- 
tum, dum pleraeque fu bditu dones, quae adhuc in vfu fue- 
runt, nullis certis principiis innituntur. Deinde autem varia- 
bilium feparatio non tanquam verum fundamentum omnis in- 
tegrationis fpedari poted, propterea quod in aequationibus 
differentialibus fecundi altiorisue gradus nullum vfum praedat; 

infra 
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infra autem aliud principium latiflimc patens fum expoliturus. 
In hoc capite interim praecipuas integrationes ope feparatio- 
nis variabilium adminiftratas exponere operae pretium videtur; 
quandoquidem in hoc arduo negotio, quam plurimas metho- 
dos cognofcere, plurimum intereft. 

Problema 50. 

405. Aequationem differentialem P 3 jr :=r Q 3,/, in 
qua P et Q fint fun&iones homogeneae eiusdem dimenfio- 
num numeri ipfarum x etjy, ad feparationem variabilium re- 
ducere, eiusque integrale inuenire. 

Solutio. 

Cum P et Q fiat fun&iones homogeneae ipfarum * 
et y eiusdem dimenfionum numeri, erit L fun&io homogenea 
nullius dimenfionis, quae ergo polito ^ ~ux abit in fun&io- 
nem ipfius a. Ponatur igitur yzzzux, abeatque ^ in U fun- 
dionem ipfius a, ita vt fit dy — U3r. Sed ob y — ux, 
fit dy — u 3 x -4- x 3 a, qua fubftitutione noftra aequatio in- 
duet hanc formam udx-{~xdu — U3x, intec binas varia- 
biles x et a, quae manifcfto funt feparabiies. Nam difpofids 
terminis 3 x continentibus ad vnam partem , habetur 

x 3 a (U — u) 3 x, ideoque , 

quae integrata dat Ix—f^^, ita vt iam cx variabili a de- 
terminetur x 9 vnde porro cognofcitnr y — u x. 

Corollarium i. 

4°7- Quodfi ergo integrale / ^ - etiam per loga- 

rithmos exprimi pofiit, ita vt Ix aequetur logarithmo fun- 
dionis cuiuspiam ipfius a, habebitur aequatio algebraic^ inter 
r et a, ideoque pro a polito valorc i, aequatio algebraica 
inter x et j. 
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Corollarium 2. 

4CS- Cum fit y~ux, erit ly / u -f- / x , ideoqud 
cum fit I x ~ /j— — , erit 

quibus integralibus in vnum redudis, fit ly —f Ve- 

rum hic notandum eft, non in vtraque integratione pro / x 
et ly Conftantem arbitrariam adiicere licere; ftatim enim atque 
alteri integrali eft adieda, fimul conftans alteri adiicienda de- 
finitur, cum effe debeat ly — l x -+- / b. 

Corollarium 3. 

409. Cum fit 

/ du f jii — iu + ap r d u r 3V — 3« 

U — u " ^ U — u U — — u J U — u * 

ob hoc pofterius membrum per logarithmos integrabilc, erit 
I x =f^S r . — I (U — «), feu / x (U — «) =/5^-. Pcrin- 
de ergo eft, fiue liacc formula / ^ uc f ut-u i u£e § rctur * 

Scholion. 

410. Quoniam haec methodus ad omnes aequationes 

homogeneas patet, neque etiam ob irrationalitatem , quae forte 
in fundionibus P et Q ineft, impeditur, imprimis eft aeftiman- 
da, plurimumque aliis methodis anteferenda, quae tantum ad 
aequationes nimis fpeciales funt accommodatae. Atque hinc 
etiam difcimus omnes aequationes, quae ope cuiusdam fubfti- 
tutionis ad homogeneitatem reuocari poflhnt, per eandem me- 
thodum tradari pofle. Veluti fi proponatur haec aequatio 
dz z z d x — ii~, ftatim patet pofito z — eam ad hanc 
liomogeneam — ± 1 , feu (jrr — ayy ) 

reduci. Caeterum non difficulter perfpicitur, vtrum aequatio 
propofita huiusmodi fubftitutione ad homogeneitatem perduci 

K k quaeat ? 
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queat? Plerumque, quoties quidem fieri potefl, fufficie hasr 
pofitiones x ~ u n ety — v n tentafie, vbi facile iudicabitur, 
num exponentes m et n ita aflumere liceat, vt vbique idem 
dimenfionum numerus prodeat, magis enim [complicatis lub- 
ilitutionibus in hoc genere vix locus conceditur, nifi forte 
quafi fponte fe prodant. Methodum autem integrandi hic ex- 
politam aliquot exemplis illuftraffe iuuabit. 

Exemplum i. 

+i i. Propofita aequatione differentiati homogenea xdx 
•+ -y dy — my D x, eius integrale inuenire. 

Cum ergo hinc fit — m --~JL , pofito y ~ u x fit 
— ideoque ob dy — u d x -b x d a, erit 

Jf tl 

eSar-f-arda — (,w ~ r -- d x , hineque 
* tt - — — «a*. . feu 

* mu — • i — ’ u u i — m v -+- « u 7 

d ar — udu-hlmdu i m d u 

x i — mu-\-u u i — m u-\-uu 
Tnde integrando 

l x ~ — \l ( i — m u uti) — l mf — h Conft. 

vbi tres cafus funt confiderandi, prout m > a, vel m <£ 2, vel 
»7 — 2. 



1.) Sit w>2, et 1 — mu-huu hutusmodi formam 
habebit (u — a) (u — \) , vt fit m — et ob 

d u a du a d u - . 

— — — fiet 

(a —a)(u — l) aa — i u — a aa—i a — * 



l x i/ (1 — mu -+■ aa) 



/^h-C, feu 

2 {aa—i) * u — | 



Ix 
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» / f . \ . o a -t- 1 Tau — a a , 

/ jf / (1 — w a -f- « a) H . / ~lc% 

2(aa — 1) * au — 1 

et reftituto valore u ~ 2 . , aequatio integralis erit 

» /r n fffl+i ] av~ aax . r 

l y (xx — tnxy -t-yy) -+- — / — /f, feu 

2{aa—i) * ay — x 

(ay — a a x\ ? - a -± _L , , , „ 

( U(aa — i) y (jf * >» * y r) ~ C. 

\ ay — x J 



vnde 



2 .) Sit m 2 feu 

3 u 1 

a u coj. a -t- u u Jin.a 



/- 



m — 2 cof. a , erit 
Ang. tang. 



u eq /. a 



/ * / (1 — m u + uu) =zC —0~ Ang. tang. U, feu 
/ /(* x-mxj+jj) = C -j££ Ang. tang. 

3 -) Sit m= 2 , erit / (T ~j, = — » hincque 
/x(i-«) = C — J,, feu 



Exemplum 2. 

412 . Propoftta aequatione different iali homo gene a 
dx (a x-+- (3y) ~dy(yx-h Sy) 
cius integrale inuenire. 

1 

Pofito y rz: u x, erit »3ar-t-.v9tf — d x . , ideo- 

7 y-hf u 7 

que 

3-y 3 u (y -f- £ u) du( 8 u-biy— i/3)-+-du (ly-*-ij3) ■ 

x a -+- (Zu — yu — duu a ~h ((3 — y) u — huu 

vnde integrando 

lx=C-l /[«+ ((3- V ) »-5««] + i CpH-v)/ .^, T 4?.-T.J i 

vbi iidem cafus, qui ante, funt confiderandi, prout fcilicet 

Kk a dcno- 
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denominator a -f- ((3 — y) u — 5 u u vel duos fiuftores habet 
rcales et inaequales, vel aequales, vel imaginarios. 

Exemplum 5. 

413. Propoftta aequatione differ entiali bomogenea 
x d x -\-y by ~xdy — y d x 

eius integrale inuenire. 

Cum hinc fit — pofito y — u .v, fit udx-*~ 

x d u — 3 x , feu x d u =z d x , vnde colligitur 

i*. — . et integrando 

l x — Ang. tang. u — 1 / (i -f- u u) -4- C , fcu 
/ Y (x x -f -yy) — C -h Ang. tang. £ . 

1 ' Exemplum 4. 

414. Propofita aequatione differ entiali bomogenea 
x x d y — (x x — a yy) d x 

eius integrale inuenire. 

Hic ergo eft — — ~f y et pofito y—ux, pro- 
dit u d x -h x d u — (1 — a u u) d jc, ideoque ~ — u i 

et lx—f — , cuius euolutioui non opus eft im* 

morari. 

Exemplum 4 

415. Propoftta aequatione dff er entiali bomogenea 
xby — y d x d x / (x x -h-yy) 

eius integrale inuenire. 

Erit ergo 3 * ~ Z±yl?JL±iJLL ) , vnde pofito y~ u ar, fit 
n d x -h x du — \u /(i -+-uu)] dx y feu xdu d.v }/(i -t-a u): 

ita 
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ia »c & V = tjS, 



cuius integrale eft 



l x — l a 1 [u -+- -/(i-h u u)] — / a ■+■ i (Z 



-+- V(x x y >>■ 



% 



feu l x~l a 



1 1 

X T 



- , vnde colligitur x~- 

■yy) — y ° Yixx + yy) — yi 

fcu Y (x x -i -yy) ~ a -+-y, hincque x x a a - z ay. 

Scholion. 

41 6 . Huc etiam fundiones tranfcendentes numerari 
poliunt, modo afficiant fundiones nullius dimenfionis ipfarum 
x cty^ quia pofito y — u x fimul in fundiones ipfius u ab- 
eunt. Ita fi in aequatione Pd.vrQdy, praeterquam quod P 
et Q funt fundiones homogeneae eiusdem dimenfionum nu- 
meri, infint huiusrr.odi formulae 



lYixx x-yyy. e y:x. Ang.fin. 



cof. — ; etc. 
y 



Vl* X-f- J y ) 1 

methodus expofita pari fucceflu adhiberi poteft, quia pofito 
y — ux ratio aequatur fundioni folius nouae variabilis u. 



Problema 51. 

4 x 7 . Aequationem differentialem primi ordinis 
d x (a -h (3 x yy) — d y (5 •+• e x -f- %y) 

ad feparatiouem variabilium reuocare et integrare. 

Solutio. 

Ponatur a -f- 0 x -f- yy — t et S e x -+■ %y z= «, vt 
fiat tdx~udy. At inde colligimus 

v — V * -+• *? x-yj p tt — it-ha i — (3 E 

— y f J — 7« ’ 

hincque d x : d y % d t — y d u : (3 d u — e 3 # , vnde nancis- 
cimur hanc aequationem 

% t d t — y td u~ (3 ud u — e ud /, feu 
d / (£ t -f- r u) = d u ((3 u - 4 - y /), 

K k 3 quae 
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quae cum fit homogenea et cum exemplo §. 412. conueniat, 
integratio iam elt expedita. 



Verum tamen cafus exiftit, quo haec reduftio ad ho- 
mogencitatem locum non habet, cum fuerit p£ — Y e — °» 
quoniam tum introdudio nouarum variabilium t et u tollitur. 
Hic ergo cafus peculiarem requirit folutionem, quae ita infti- 
tuatur; quoniam tum aequatio propofita eiusmodi formam eft 
habitura 

a d x -+- (p x -+- yj) d x — 5 dy -+- n (p x -+- y y) dy 
ponamus p .r n- yy r 2, erit At dyz= *_*^iPA* 



ergo = f 

rabiles, fit enim 



yy - 

X g -t- Z 0 



y » 

, vbi variabiles manifefto funt fepa- 
astS + «8)^ cuius integratio lo- 



• n z 

d X — 

a 7-1- (34 -+- (7 

garithmos inuoluit, nifi fit y-f-npzzo, quo cafu algebraice 
dat x — '?* + '** -h C. 

alaV-t-pi) 



Corollarium i. 

418* Aequatio ergo diflferentialis primi ordinis, vti 
vocatur, in genera ad homogcncitatem reduci nequit, fed ca- 
fus, quibus yt, inde excipi debent, qui etiam ad ae- 

quationem feparatam omnino diuerfam deducunt. 



Corollarium 2. 

419. Si in his cafibus exceptis fit n~ o, feu haec 
propofita fit aequatio d y ~ d x (a -f- (3 x -f- y y ) , pofito p jr 
-t-yy- 2, ob 1, haec oritur aequario dx — , 

cuius intcgrale eft 



y x ~ I P g — / p-+-ay~h?yx-hyyy , f eu 

P-t-y(a-+-par 4 - y y) = C t' 1 '*. 



Pro- 
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Problema 52. 

420. Propofita aequatione differentiali huiusmodi: 
dj'-4-Pjdjrrr:Q</.x' 

in qua P et Q fint fundiones quaecunque ipfius x , altera au- 
tem variabilis y cum fuo differentiali nusquam plus vna ha- 
beat dimenfionem, eam ad feparationem variabilium perducere 
et integrare. 

Solutio. 

Quaeratur eiusmodi fundio ipfius x , quae fit X, vt 
fida fubllitutione y zzi X u aequatio prodeat feparabilis: Tum 
amem oritur 

Xd«-h« 5 X — Qd x 
H- P X u 3 x 

quam aequationem feparationem admittere euidens eft, fi fue- 
rit 3 X + PX^jt = o, feu ^ — Pdar, vnde integratio 

dat lXz= — f?dx et X — e~~ JV3x ; hac ergo pro X fumta 
fundione, aequatio noftra transformata erit X d u Qdx, 
feu dtt — Qdx, vnde cum P et Q fint fundio- 

nes datae ipfius jr, erit u — f e Jt 3x Q_d x — Quocirca 
aequationis propofitac integrale eft y = t~ Jrdx f e JV3x Qdx. 

Corollarium 1. 

421. Refolutio ergo huius aequationis "dy ~\~V y"d x 
rr Q 9 ar duplicem requirit integrationem alteram formulae 
/Pdv, alteram formulae fe jr3x Qd*. Sufficit autem in 
pofteriori conflantem arbitrariam adieciffe, cum valor ipfius y 
plus vna non recipiat. Etiamfi enim in priori loco / Pdar 
fcribatur /P 3 x -+- C , formula pro y manet eadem. 

Corol- 
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Corollarium 2. 

422. Dum ergo formula P 3 x integratur, fufEcit eius 
mtegrale particulare fumi, idcoque conflanti ingredienti eius- 
niodi valorem tribui conuenir, vt integralis forma fiat fimpli- 
cifilma. 

Scholion. 

423. En ergo aliud aequationum genus non minus 
late patens quam praecedens homogenearum , quod ad fepa- 
lationem variabilium perduci, *hocque modo integrari poteft. 
mde autem in Analyfin maxima vtilitas redundat, cum hic 
litterae P et Q fhndiones quascunque ipfius r denotent. Hoc 
ergo modo manifeftum cft , tradari pofle hanc aequationem 
Rdr-f-P.ydjrrzrQSr, fi etiam R fun&ionem quamcunque 
ipfius x denotet, fada enim diuifione per R forma propofita 
prodit, modo loco P et Q. feribatur et 2 ,, ita vt integrale 
futurum fit 

/ rv »x 

e J Qdx 

R 

Ad huius problematis iiluftrationem quaedam exempla adiicia» 
mus. 

Exemplum i. 

424. Propoffta aequatione differentiati 
dy ~\~y d x — a x n d x 
eius integrate inuenire. 

Cum hic fit P=ri,et Q— a x n , erit f Vdxzzzx, et 
aequatio integralis fiet 

y — e~ ' x /d c x n dx 1 

. quae fi » fit numerus integer pofitiuus , cuadet 
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y — f~ x [e x (x* — n x n 1 — f- n (n — i)x n ~* — etc.)-f-C] 
qua euoluta prodit 

y ~ C e' x -t- jr ' * — n x n ~ 1 -t- n (» — i ) jr n — n (« - a) (« - 3 ) x * *-+- etc. 
vnde pro fimplicioribus valoribus ipfius » , 
fi »3 o, erit y = Ce~ x -h 1 ; 
fi »31, erit y-Ce~ x -^~x— 1 ; 
fi «32, erit y~Ce~ x -hx i — 2 x -4-2. x; 
fi «33 , erit / 3 Ce“ x -+-Jr 3 — 3 x a -t-3* 2 x — 3. 2. 1 ; 

etc. 

Corollarium 1. 

425. Si ergo conftans C fumatur 33 o', habebitur in- 
tegrale particulare 

y — x ' * — » x n ~~ 1 -+■ n (n — 1 ) x B — 1 — n (n — 1 ) (» — 2 ) x 11 ~ 3 - 4 - e tc . 
quod ergo eft algebraicum , dummodo « fit numerus integer 
pofitiuus. 

Corollarium 2. 

4? 6 . Si integrale ita determinari debeat, vt pofito 
x ~ o, valor ipfius y euancfcat, conftans C aequalis fumi de- 
bet vltimo termino conftanti figno mutato , vnde id femper 
erit tranicendens. 

Exemplum 2. 

427 . Propofita aequatione dijfereniiali (x — Arjr)d^~f- 
xyd x — a d x eius integrale inuenire. 

Aequatio ifta per i — x x diuifa ad hanc formam re- 
ducitur dy -\-' 3 L 2 J* 33 — , ita vt fit P 33 x - ; O 33 — - — : 

hinc f?dx — — iy (1 — x x) , et r 3 x 33 , ex quo 

integrale rcperitur: 

L 1 yz 
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'= V(I = (vF=^T) + c ) ; 

(i— XX) r v ' 

quocirca integralc quaefitum erit 
y — a x -f- C / (i — x x) 

quod fi ita determinari debeat, vt pofito x ~ o euanefeat, fumi 
oportet C 3z; o , crirque y — a x. 

Exemplum 3. 

428 - Propofita aequatione differentiati dy -f- 
— ad ar, eius integrate inucnire. 



Cum hic fit P — 



et Q — a, erit 



vTi-t-**) 

/P d x z= n I f x -+- y (i -f- x *)] et 
e SVi>x — Y C 1 -+• x ar)]", et 
e~i p > 1 =: [ / (1 -f- x x) — * ]* : 
vnde integrale quaefitum erit 

y — [Y ( x -h*x) — xf f ad x [x -i--/ (i -f- x or)]*, 
ad quod euoluendum ponatur x -+- y/ ( i -+- x x) — u f et fiet 
x — — ~~ J hinc d x — d 11 1 1 u , ergo 

au 7 anu ' 0 



/ u n d x — 






2 (n — i) 2 (H -+- i) 
Nunc quia [/ (r -4- x x) — x] n — u~~ n , erit 

a u~ * au 



C. 



Cr” 



fiue 



2 (» — i) 2 ( n -f- x ) 

y — £[V (i + **)-*]* 4- 

-f- — . [ >/ ( I -f- JC- JT ■) AT ] 

quae expreflio ad hanc formam reducitur 

y = C [ / (i ■+■ ar x) - x] n ^ Y (* * x) - ^ , 
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fi integrale ita determinari debeat , vt pofito x - 0 fiat y - 0 , 
fumi oportet C — — - n ° . 

* n n — 1 

Problema 53. 

429. Propofita aequatione differcntiali 
dy Py d x ~ Qy n ~ ht d x, 

vbi P et Q denotent fundliones quascunque ipfius x f eam ad 
feparationem variabilium reducere et integrare. 

Solutio. 

Haec aequatio pofito — — z ftatim ad formam modo 

y n 

tranatam reducitur , nam ob — — , aequatio noftra per 

y diuifa , fcilicet ^ P d x — Q_y n d x, ftatim abit in — 

-f- P d x — 8 JJ , feu dz — n P z d x — — «Qdar, cuius inte- 
grale eft 

zzzz — e nSV 3x f e~ nJvix n Qd x ) ideoque 

r J v 

Tratftari autem poteft vt praecedens, quaerendo eiusmo- 
di fundionem X, vt fa<fta fubftitutionc y =. X u prodeat ae- 
quatio feparabilis: prodit autem 

X d u -1- u d X -f- P X u d x — X n +' u n +' Q d x. 

Fiat ergo d X -+- P X D x =z o , feu Xrrr^ N *, eritque 

^L=zX n Qdx=ze- n * V 3 x (ldx, 

et integrando 

— -/r # ^ 3 *Q3r. 

n » n ^ 

L 1 2 Iam 



Digitized by Google 




n 6 s 



CAPVT I. 



Iam quia « == = e- r * 3 x y, habebitur vt ante 

S= — ne^ v3x fe- n ^ )x Qdx. 

J n 

Scholion. 

430. Hic ergo cafus a praecedente non differre eft 
cenfendus , ita vt hic nihil noui fit praedirum. Atque haec 
duo genera funt fere fola , quae quidem aliquanto latius pa- 
teant, in quibus feparatio variabilium obtineri queat. Caeteri 
cafus, qui ope cuiusdam fubftitutionis ad variabilium feparauo- 
nein praeparari poffunt, plerumque funt nimis fpeciales, quam 
vt infignis vfus inde expeflari poffit. Interim tamen aliquot 
cafus prae caeteris memorabiles hic exponamus. 

Problema 54. 

431. Propofita hac aequatione differentiali 

ay d x -+■ P x dy -f- x m y n (yy d x -f- 5 x dy) — o, 
eam ad feparationem variabilium reducere , et integrare. 

Solutio. 

Tota aequatione per xy diuifa, nancifcimur hanc for- 
mam 

«i* -4- 2i> -f- x n v n ( ydx -4- * — o . 

x'y ^ K x y ' ’ 

vnde ftatim has fubftitutiones x a = t et x y y f ~u infigni 
vfu non effe carituraS, colligimus: inde enim fit 

a d x i P d y S t gj ydx i S d y £_u 

x y t x 1 y "TT , 

hincquc aequatio noftra -+- x n y n ,^-zzio. At ex fubftitu» 
tione fequitur 

X <x5 — py — et y a5 ~^ y — a* i -7 , ideoque 

J__ —3 — v 

x ~ t ui ~ ?y u* i -P y , Cty — i - 3 7 

qui- 
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quibus fubftitutis fit 

6' m — y > a n — (3 tn 

£!-+• t ' xS ~ — 07 £j f — o, ideoquc 

y n — }«i j an — |3m . 

t 7T^Ty a | + a «*-P* a« — O, 
cuius aequationis integrale eft 

7 n — m q n — (3 m 

.a$ — [3 7 ,.af - p V 

— {— — c. 

yn — Sm an — (3m 

Vbi tantum fupereft vt reftituantur valores t~x°y^ et «m 
x y y s . Caeterum notetur, fi fuerit vel y n — 5w~o vel 
an — (3 m — o, loco illorum membrorum vel It vel lu fcri- 
bi debere. 

Scholion. 

432. Ad aequationem propofitam ducit quaeftio, qua 
eiusmodi relatio inter variabiles x et y quaeritur, vt fiat 

fy d X = a X y -i- b x m +' y n + *; 
ad hanc enim refoluendam differentialia fumi debent , quo 
prodit 

ydx~ax dy-*-aydx-t-6x m y n [(m-b 1 )ydx-+-(n-t- i)xdy], 
qua aequatione cum noftra forma comparata , eft 

a - a — 1 , (3 r a, yr(w+i) i, et 3 = (n -+- i) ergo 
a 5 — (3 y = (n — m) a b — (« -+- i) b 
an — $m-(n — m)a — n y et y n — 5 m - (n — »/) b t 
vnde aequatio integralis fit manifefta. 

Problema 55. 

433 . Propofita hac aequatione differentiali 

y dy -+- dy (a -+- b x -+- n ar x) ~y 9 x (c n x ), 

eam ad feparationem variabilium reducere, et integrare. 

h 1 3 Solli* 
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Solutio. 



■ n xl 



i tentetur haec 



• Cum hinc fit ®j = —-^ x — nmx 

> |c - 4 - tt x) n feu y — u J- g c ^ fle- 



fubftitutio — — — _ . 

y — f- a — f- o x — f— n J x 

lique debet dy~udx , feu 

3 y u 3 x 3 x ( c -4- n x — itl . 

^ a + Ji + nil 

at ex logarithmis colligitur 

3 y 3 u 3 x f 6 -*- 3 n x 1 n 3X-4-3 tt '3xfc-)-nx — u) 

quae contrahitur in 

icle-t-n x) — it u 3 x 3 x (c — 6 — n x — u) 

«le+nt — u) » + ii + n x x ’ * 

3 u (c -t- n x) 3x(na-f-cc — 6 c_-4- 1 b — if)a + m ) 

n ( c — t— nx — u) ic-t-nx — «) ta -+- b x n x xl * 

quae per c-\-nx — u multiplicata manifefto eft fcparabilis, 
proditque 



3 x 



d U 



(B-t-&x-+-nxxXc-Hnx) u [n o -4- c e — 6c-(-(6 — iclB + ja] 1 

cuius ergo integratio per logarithmos et angulos abfolui po- 
teft. Cafu autem hic vix praeuidendo euenit, vt haec fubfti- 
tutio ad votum fucceflerit, neque hoc problema magnopere 
iuuabit. 

Problema 5 <5. 

434. Propofitam hanc aequationem diflferentialem 

( v ~\ 7\ « n3x(i-4->3t)T / d-t- 

) J yu-t-xx) * 

ad feparationem variabilium reducere, et integrare. 

Solutio. 



Ob irrationalitatem duplicem vix vllo modo patet, cu- 
iusmodi fubllitutione vti conueniat. Eiusmodi certe quaeri 
conuenit, qua eidem figno radicali non ambae variabiles fimul 
implicentur. Ad hunc fcopum commoda videtur haec fubfti- 

tutio 
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futio y — — — — , qua fit y — - x — 

u I JC U ' * 



U (T • 



• X x\ 



lT-+-XX)(l-hUU) 



s 7 r 

( ,^u, i et 3jr = i 3 L , J .- ^ i ^-^ ( ^- x -> ; atque bis^va- 
loribus in noftra aequatione fubftitutis, prodit 

— udx (i -t-u u) -i-udu (i -i-x x) — ndx(i-huu) )/(i -+-«»), 

quae manifefto feparationem variabilium admittit : colligitur 
fcilicet 



dx 



u 3 u 



i -t- x x ( t -+- u m (rt t- u ut -+- aj * 

quae aequatio pofito i + ««~u, concinnior redditur 

3 x 3 1 

i-i-x x t [» i -i- y t — i )] ’ 

et ope politionis t — fublata irrationalitate , 



d x 



I X X 



2^ s (i — n) 






271 9 f 



(i-f-fs)in-*-i“f-(n — i)s*J 



n -t- * -t -{71 — i J i * ■ 



cuius integratio nulla amplius laborat difficultate. 

Scholion. 

435. In hoc cafu praecipue fubftitutio y— ^ 



no- 



tari meretur, qua duplex irrationalitas tollitur: vnde operae 
pretium erit videre, quid hac fubftitutionc generaliori praeftari 
poffit y — , ax ± J L ; inde autem fit 



rt (3 X X) 



et 



a — 8 y y — tg- 3 ««u> — ’P» ) y — ax — LLL , 

li-t-piu)» 9 J 1 -t- (3 x u 9 

3 y d x ia — $ v. 11 ) -4- 3 v {T — ffBjrgt . 

J IH-0XU)* * 

ac iam facile perfpicitur, in cuiusmodi aequationibus haec fub- 
ftitutio vfum afferre poffit ; cius fcilicet beneficio haec duplex 
irrationalitas reducitur ad hanc fimplicem P uu) 

quam porro facile rationalem reddere licet. Atque hic fere 
funt cafus, in quibus redu&io ad feparabilitatem locum inue- 
nit, quibus probe perpenfis, aditus facile patebit ad reliquos 
cafus, qui quidem etiamnum funt traftati; vnicam vero adhuc 

in- 
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inueftigationem apponam circa cafus, quibus haec aequatio 
d y -*-y y d x ~ ax m dx fcparationem variabilium admittit, quan- 
doquidem ad huiusmodi aequationes frequenter peruenitur, at- 
que haec ipfa aequatio olim inter Geometras omni ftudio eft 
agitata. 

Problema 57. 

436. Pro aequatione 3 y -f - y y 3 x — a x m 3 x vaio- 
res exponentis m definire, quibus eam ad feparationem varia- 
bilium reduce licet. 

Solutio. 

Primo haec aequatio fponte eft feparabilis cafu m~ o, 
tum enim ob dy — 3 x (a — yy) , fit 3 x ~ a -- y -y Omnis 
ergo inueftigatio in hoc verfatur, vt ope fubftitutionum alii 
cafus ad hunc reducantur. 

* Ponamus y =r 1, et fit — bdz -f - bbdx — ax n zzdx y 

quae forma vt propofitae fimilis euadat, ftatuatur x'*'*' 1 ~ i t 
• 771 

vt fit a: m 3 x zz J , et 3 v = ; — , eritque 

rn - 1 - i 

bdz-\- azz3t = ih 3 f , 

m i m ~f- i * 7 

quae fumto b — _fL_, ad fimilitudinem propofitae propius ac- 

— m 

cedit, vt fit 3 z -f- z z 3 / — — — — 3 r. Si ergo hacc 

eflet feparabilis, ipfa propofita illa fubftitutione feparabilis fie- 
ret et viciftim; vnde concludimis, fi aequatio propofita fepa- 
rationem admittat cafu m ~ ;/, eam quoque efle admifiuram 
cafu m — Hinc autem ex cafu m — o alius nhn repe- 

ritur. 

Pona- 
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Ponamus y — J — -r. , vt fit 



dy — — £* — 15 - 4-1 

^ XX XX 

JJ 3 * = il — 



z 3 x 



et 



1 S 5 X 






z z 3 x 
X* 



vnde prodit 



3z i zjt 3je . 

XX "*"* X* 

3 z — 5 - 5 -i? — 



~ a x m d .v, feu 
— a x* 



'* dx : 



fit nunc x — f et fit d z -f- z z d t — a j— m — ■* g / } q Uae cum 
propofitae fit fimilis, difcimus, fi feparatio fuccedat cafu wr», 
etiam fuccedere cafu m — — n — 4. 



Ex vno ergo cafu vi~n confequimur duos , fcilicet 
m~ — ^- 5 -^ et m — — n — 4. Cum igitur confiet cafus 
» = 0, hinc formulae alternatim adhibitae praebent fequentes 

vt — — 4; — m~ — l; m~ — ‘ ; 

m — — 'j*; vi — — V‘i m — — Vi etc. 
qiu cafus omnes in hac formula m — continentur. 

* 2 1 ^ X 

Corollarium i. 

437. Quodfi ergo fuerit vel vt~~-± i, vel wr 
aequatio dy-\-yydx—a x n d x per aliquot fubftitutiones 
repetitas tandem ad formam 3 a + aa 3 v“f 3 ^, cuius fe- 
paratio et integratio confiat, reduci poteft.; 



Corollarium 2. 

438. Scilicet fi fuerit m ~ ? aequatio 

-f-J' 7 D .v = 0 d x 

I { 

per fubftitutiones ,v zz t m 1 et y z=z — - — reducitur ad hanc 

M m .. dz-\ h 
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dz-\-zzdt— — L__ i* 9 vbi qui cafus vno 

• (m. -t- i ) a 7 *j — i 7 * 

gradu inferior eft cenfendus. 

Corollarium 3. 

439. Sin autem fuerit m — ? aequatio 

dy -+-yy d x — a x m d x 

per has fubftitutiones x~f et/~* — A feuy—t — ttx. 
reducitur ad hanc dz-i-zzdt — ai n dt, in qua eft 
n ~ — «(» — »> — — 4 (i — i) 

Sj — i »(| — r) -t- I * 

qui cafus denuo vno gradu inferior eft. - 

Corollarium 4. 

440. Omne» ergo cafus feparabiles hoc modo inuen- 
ti, pro exponente m dant numeros negatiuos intra limites o 
et — 4 contentos, ac fi i fit numerus infinitus, prodit calus 
m — — 2, qui autem per fe conflat, cum aequatio dy-+- 
yy d x = 1^?, polito y = *, fiat homogcnea. 

Scholion I. 

441. Aequatio haec dy -f -y y d x a x m d x vocari 
folet Riccatiana ab Au&ore Comite Riccati , qui primus calus 
feparabiles propofuit. Hic quidem eam in forma fimplicifiima 
exhibui, cum eo haec dy -f- A y y t 11 d t — B / x d t , ponendo 
A i* 1 d t ~d x et A — (p .-*- 1 ) ar, ftatim reducatur. Cae- 
terum etfi binae fubftitutiones, quibus hic fumvfus, lunt fim- 
pliciftimae, tamen magis compofitis adhibendis nulli alii cafus 
feparabiles deteguntur: ex quo hoc omnino memorabile eft 
vifum, hanc aequationem rariffime feparationem admittere, tam- 
erfi numerus cafuum, quibus hoc praeftari queat, reuera fit 
infinitus. Cacterum haec inudligatio ab exponente ad firnpli- 

cem 
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cem coefficientem traduci poteft; pofito enim j' = x % z, pro- 
dit dz ■+■ m ■+■ x* z z 5 j*r — a d x, vbi fit fiat x' dx~dt, 

i n -j— t 

ct .v~> — t , erit — = , * - * • * •- , hincque 

a ~-^-r55nrri 35 3 » = « 

quae ergo aequatio, quoties fuerit ^-^—^2/, feu numerus 
par tam pofitiuus, quam negatiuus, feparabilis reddi poteft, 
ita vt haec aequatio 

3s + z z d t — a d t 

femper fit integrabilis. Si praeterea ponatur z~u— r ~—y. n 
oritur 

du-\~uwdf= a d t — !Li!!L±±ii. f 

et pro cafibus feparabilitatis m — , habebitur 

du~huudt — ad t - {- >('±‘^1 . 

Vberiorem autem huius aequationis euolutionem, quandoqui- 
dem eft maximi momenti, in fequentibus docebo; vbi inte- 
gratione aequationum differentialium per feries infinitas fum 
adhirus, hinc enim facilius cafus feparabilcs eruemus, fimul- 
que integralia afiignare poterimus. 

Scholion 2. 

44.2. Ampliora praecepta circa feparationem variabili- 
um, quae quidem vfum fint habitura, vix tradi pofTe viden- 
tur, vnde intelligitur in pauciflimis aequationibus differentiali- 
bus hanc methodum . adhiberi pofle. Progrediar igitur ad ali- 
ud principium explicandum, vnde integrationes haurire liceat, 
quod multo latius patet, dum etiam ad aequationes differen- 
tiales altiorum graduum accommodari poteft, ita vt in eo ve- 

M m 2 rus 
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rus ac naturalis fons omnium integrationum contineri videa» 
tur. Iftud autem principium in hoc confiftit, quod propofna 
quacunque aequatione diflferentiali inter duas variabiles, fem- 
per detur funftio quaedam, per quam aequatio multiplicata 
fiat integrabilis. Aequationis fcilicet omnia membra ad eandem 
partem difponi oportet, vt talem formam obtineat Pdjr-f- 
Qdy — o; ac tum dico femper dari funtfiionem quandam va- 
riabilium x et j>, puta V, vt fada multiplicatione, formula VPdar 
-+-V Qdj integrabilis exiftat, feu vt verum ifit differentiate ex 
differentiatione cuiuspiam fundlionis binarum variabilium xetj 
natum. Quodfi enim haec funtftio ponatur ~ S, vt fit dSzr 
V P d* V Qd/, quia eft Pdar-bQdyzzo, erit etiam 
BS~ o, ideoque S Conft. quae ergo aequatio erit inte- 
grate idque completum aequationis differentialis P dx ~h 
Qd.y ~ o. Totum ergo negotium ad inuentionem illius 
multiplicatoris V redit. 
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DE 

INTEGRATIONE AEQVATIONVM OPE 
MVLTIPLICATORVM. 

Problema 



P 443. 

ropofitam aequationem differentialcm examinare vtrum per 
fe iit integrabilis nec ne ? 



Solutio. 

Difpofitis omnibus aequationis terminis ad eandem par- 
tem iigni aequalitatis, vt huiusmodi habeatur forma P3r + 
Q*r = o, aequatio per fe erit integrabilis, fi formula Pdx 
-l-Qdj' fuerit verum differentiale fun&ionis cuiuspiam bina- 
rum variabilium jr et y. Hoc autem euenit, vti in calculo 
diffcrentiali oftendimus, fi differentiale ipfius P, fumta ibla y 
variabili, ad dy eandem habeat rationem, ac differentiale ip- 
fius Q, fumta fola x variabili, ad d x: feu adhibito fignandi 
modo, quo in Calculo differentiali fumus vfi, fi fuerit (|^) 
— (jic ) * fi Z fit ea fun&io, cuius differentiale eft 

P9jt~h Qd/, erit hoc fignandi modo Prr(i|) et Q— (i?): 
hinc ergo fequirur (t et (f-£) = (—)• At 
eft = Tnde colligitur (||) = (|^). Quare 

propofita aequatione differentiali P d x -f- Q dy — o, vtrum 
ea per fe fit integrabilis nec ne? hoc modo dignofcetur : 
Quaerantur per differemiationem valores (|^) et qui fi 

M m 3 fuerint 
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fuerint inter fe aequales, aequatio per fe erit integrabilis; fin 
autem hi valores fint inaequales, aequatio non erit per fe in- 
tegrabilis. 

Corollarium 1. 

444. Omnes ergo aequationes differentiales, in qui- 
bus variabile^ fiint a fe inuicem feparatae, per fe funt inte- 
grabiles: habebunt enim huiusmodi formam Xdx -+• Ydy — 0, 
vt X fit.fundio folius x et Y folius eritque propterea 

( 1 - 5 ) = o et (iI) = o. 

Corollarium 2 . 

44 5. Vicilfim igitur, fi propofita aequatione differen- 
tiali P d x -b Q dy =. o, fuerit (J-f) — o et (iS-) = o, va- 
riabiles in ea erunt feparatae; littera enim P erit fundiio tan- 
tum ipfius x et Q tantum ipfius y. Vnde aequationes fepa- 
ratae quafi primum genus aequationum per fe integrabilium 
confli tu unt. 

Corollarium 3. 

44 6. Euidens autem eft, fieri polle, vt fit (^) = (|&), 
etiamfi neuter horum valorum fit nihilo aequalis. Dantur er- 
go aequationes per fe integrabiles , licet variabiles in iis non 
fint feparatae. 

Scholion. 

447. Critcrium hoc, quo aequationes per fe integra- 
biles agnofeimus, maximi eft momenti in hac, quam tradere 
fufeipimus, methodo integrandi. Quodfi enim aequatio de- 
prehendatur per fe integrabilis, eius integrale per praerepta 
iam expolita inueniri poteft; fin autem aequatio non fuerit 
per fe integrabilis, femper dabitur quantitas, per quam fi ea 
multiplicetur, fiat per fe integrabilis; vnde totum negotium 

eo 
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eo reuocabitur, vt propofita aequatione quacunque per fe ncn 
integra bili , inueniatur multiplicator idoneus, qui eam reddat 
per fe integrabiiem ; qui fi femper inueniri pofiet, nihil am- 
plius in hac methodo integrandi eflet defiderandum. Verum 
haec inueftigatio rarifiime fuccedit, ac vix adhuc latius patet, 
quam ad eas aequationes, quas ope feparationis variabilium 
iam tradare docuimus ; interim tamen non dubito hanc me- 
thodum praecedenti longe praeferre, cum ad naturam aequa- 
tionum magis videatur accommodata, atque etiam ad aequa- 
tiones differentiales altiorum graduum pateat, in quibus fepa- 
ratio variabilium nullius eft yfus. 

Problema 59. 

443. Aequationis difFerentialis, quam per fe integra- 
biiem effc confiat, integrale inuenire. 

Solutio. 

Sit aequatio differentialis P d x Q dy ~ o , in qua 
eum fit (^) — (i&), erit Pdar-f-QDj differentiate cuius- 
piam fundionis binarum variabilium x et 7, quae fit Z, vt 
fit DZznPdx-i-Q dy. Cum ergo habebimus hanc aequa- 
tionem DZ~o, erit integrale quaefitum Z — C. Totum 
negotium ergo huc redit, vt ifta fundio Z eruatur, quod cum 
fciamus effe 3 Z~PDjr-f-Q 5 _v haud difficulter praeftabitur. 
Nam quia fumta tantum x variabili, et altera y vt conflante 
fpedata, eft dZ — P3ar, habemus hic formulam differentia- 
lem fimplicem vnicam variabilem x inuoluentem, quae per 
praecepta fuperioris fedionis integrata dabit Z“/Pdjr-+- 
Conft. vbi autem notandum eft, in hac conflante quantitatem 
hic pro conflanti habitam y vtcunque ineffe poffe; vnde eius 
- loco feribatur Y, vt fit Z — fP d x -*-Y. Deinde fimili modo 
x pro conflante habeatur , fpedata fola y vt variabili , et cum 

fit 
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fit dZrr Qd/, erit quoque Z — /Q dy -+- Conft. quae con- 
ftans autem quantitatem x inuoluet, ita vt fit fumftio ipfius 
.v, qua pofita X, erit Z. z=z f Qdj -+-X. Quanquam autem 
neque hic futnftio X neque ibi fun&io Y determinatur, tamen 
quia efie debet /'Pdar-hYzz/QS^-l-X, hinc vtraque de- 
terminabitur. Cum enim fit /Pdx — /"Qdy~X — Y, haec 
quantitas /P d x — /Q dy femper in eiusmodi binas partes 
diftinguetur, quarum altera eft fun&io ipfius ar tantum, et al- 
tera ipfius y tantum, vnde valores X et Y fponte cognofcun- 
tur. 

Corollarium i. 

449. Cum fit Qz:(i|), duplici integratione ne opus 
quidem eft. Inuento enim integrali / P 3 r, id iterum diffe- 
rentietur, fumta fola y variabili, prodeatque V dy, vnde ne- 
cefle eft fiat V dy d Y = Q dy, ideoque 

d Y = Q dy — V dy = (Q — V) d y. 

Corollarium 2. 

450. Aequationum ergo per fe integrabilium Pdjr-t- 
Qdy — o integratio ita perficietur. Quaeratur integrale /Pdx 
fpedtata y conftante, idque rurfus differentietur fpciftata fola y 
variabili, vnde prodeat V dy: tum Q — V erit fundtio ipfius 
y tantum; vnde quaeratur Y —f (Q — V) dy, eritque aequa- 
tio integralis /P d x -f- Y = Conft. 

Corollarium 3. 

451. Vel quaeratur /Qd_y fpe&ata x conftante, quod 
integrale rurfus differentietur fumta x variabili, y autem con- 
ftante, vnde prodeat Udar: tum certe erit P — U fundtio ipfius 
x tantum; -vnde quaeratur X~/(P— U)dar, eritque aequatio 
integralis quaefita /Qdy -1- X = Conft. 

Corol- 
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Corollarium 4. 

452. Ex rei natura patet, perinde efie Ytra via pro- 
cedatur, necefle enim eft ad eandem aequationem Integralem 
perueniri, fi quidem aequatio differentialis propofita per fe 
fuerit integrabilis. Tum autem certe eueniet, Vt priori cafu 
Q — V fit fundlio folius 7, pofteriori autem P — U fundlio 
(oiius x. 

Scholion. 

453. Haec methodus integrandi etiam tentari poflet, 
antequam exploratum effer, 'num aequatio integrabilis exiftat ; 
fi enim vel in modo Corollarii 2. eueniret, vt Q — V efi- 
fet fun&io ipfius y tantum, vel in modo Corollarii 3. vt 
P — U eflet funftio ipfius x tantum, hoc ipfum indicio fo- 
ret, aequationem efle per fe integrabilem. Verum tamen 
pracftat ante omnia fcrutari, an aequatio integrabilis fit per fe 
nec ne; feu an fit (i^) — (i2-j? quoniam hoc examen fola 
differentiatione abfoluitur. Exempla igitur aliquot aequatio- 
num per fe integrabilium afferamus, quo non folum metho- 
dus integrandi, led etiam infignes illae proprietates, quas com» 
memorauimus, clarius inteiligantur. 

Exemplum i. 

454. Aequationem per fe integrabilem 

d x (a .v p y v) ■+■ (P x H- “H 0 = o , 

integrare. 

Cum hic fit 

P = ar + ( 3 ; + y et Q= p v 5 ^ -h £, erit 

« (iA; = p, 

qua aequalitate integrabilitas per fe confirmatur. Quaeratur 

N n ergo 
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ergo per Corollarium 2 , fpedata y vt conflante, 
/PD.vrrJaarjr-f-^yAT-f-yjr, erit 
V dy — {2 xdy, et (Q — V) dy =r dy (dy + t) - 3 Y, 
ideoquc Y — i Sjj' -H e/ , vnde integrale erit 

Jaxar-hf3/ar4-yjr-|-i Sy y -f- ey — C. 0 



Modo autem Corrollarii 3 . fpedata x conflante, erit 
/Q 5 y ~ p xy H- \ Syy -f- ey , 
quae, fpedata y conflante, praebet U d x — {3 y d x, hincque 
(P — U)5jrzr(aje , -f-y)Djr, et X~Jaarx-f-yjr, 
vnde /Qdy-l-X — C integrale dat vt ante. Hinc iimul 
etiam intelligitur eflc 

/P d x — f Qe)/z=Jajrar-{-y* — ■ dyy — ey , 
quae in duas fundiones X — Y fponte difpeliitur. 



455- 



Exemplum 2. 

Aequationem per fe integra bilem 



L? - 
y 

integrare. 



x 3 y — y 3 x 
y V I xx-+- yy) 



9 f eu 



dx 



Y l*x • 



-f- *JL (1 — 

yy ) y v 



yy) 



) = o 



Cum hic fit 
P — 



V(** -r- yy) 



et Q= * — 



~7T> 



yy) 



pro charadere integrabilitatis per fe cognofcendo cft 

d£>=r^H “ 

(xx-hyy) (xx-\-yy) 

qui bini valores vtique funt aequales. Iam pro integrali inue- 
niendo, vtamur regula Corollarii 2 . et habebimus 

f?dxzzl[x-*~Y (xx-*-yy)] et Wdy — 



t*-»-Vl**-r- .,_>)] v'txx- 



yy )*- 

feu 
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feu fupra et infra per y/ (x x-\-yy) — x multiplicando, 

V ~ ift* * ■+■ y y) — * — x x 

yV{xx-\-yy) > y V (x x -i- y y)"* 

vnde Q — V — O, et Y — /(Q — W)dy~ o, ficque integra- 
le quaefitum / [x -+- / (x .v -\-yy)] =z Conft. 



Per regulam Corollarii 3 . habemus 
fQdy—ly~xf—^ 
tt pofito y — *, eft 



yY (x* -+- y y) 



f 

ergo 



y Yl.xx-+-yy) 



lJXJI + 1 ) 



/ Q 9 y = l y -+• / i±Si^±22l — / [x -+- / (x * -\-yy) ] , 
vnde U d x zzz -r- — ; hinc (P — U) d x — o. 

vTx x •+■ y y ) v J 



Exemplum 5. 

455. Aequationem per fe integrabilem 
(xx-*-yy-—aa)dy-+-(aa r {-2xy-bxx)dx — o, 

integrare. 

Hic ergo eft 

P — a a ixy -t- x x 1 et Q — x x -f-yy — a a, 
vnde (||)=2j: et quae aequalitas integrabili- 

tatem per fe innuit. Tum vero eft 

/P d .v — a a x -+■ x xy -f- J x 3 et V dy =r x xd y , 
vnde (Q — V) dy — (yy *- a a) dy et Y n: \y % — a ay . 

Ergo integrale 

a a x -i- x x y 3 x* -+- J y % — a ay — Conft.' 

Altero modo eft 

fQdy — v ar j' H- | y — a ay^ hincque 

U 3 jf 2 xy dx, ergo 

N n 2 (P — 
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(P — U) d x — (a a -+- arar) d x ct X = a a x •+- £ x* 9 
vnde integrale oritur vt ante. 

•• .. Scholion. 

457. In his exemplis licuit, integrale /P3r adu 
exhibere, indeque eius differentiale V dy fumta lola y varia- 
bili aflignare. Quodfi autem hoc integrale /Pdx euolui ne- 
queat, haud liquet quomodo inde differentiale Wdy elici pof- 
fit, quandoquidem formula fVdx in fe fpedata Conflantem 
quamcunque, quae etiam y in fe implicet, compleditur. Tum 
igitur quomodo procedendum fit, videamus. Ponamus Z — 
/Pdjr-hY, et cum quaeratur — V, ob / Pdx 

— Z — Y, erit V = (£*) — p. At cft (^|)=:P, ergo 

(111 ) — (>J) — (f*)* ob (il) =z V-hi*. Hinc erit 
V ~fd x ), quare quantitas V inuenitur per integratio- 
nem huius formulae fdx(ll), in qua y vt conflans fpeda- 
tur, poftquam in valore inueniendo fola y variabilis ef- 

fet afliimta. Verum cum hic denuo conflans cum y implice- 
tur, hinc illa fun<flio Y quam quaerimus non determinatur. 
Ratio huius incommodi manifefto in ambiguitate integralium 
fPdx et fdx(i~) eft lita, dum vtraque fundiones arbitra- 
rias ipfius y recipit. Remedium ergo afferetur, fi vtrumque 
integrale certa quadam conditione determinetur. Ita quando 
integrale /'Pdx ita accipi ponimus, vt euanefeat polito x~f 9 
vbi quidem conflantem / pro lubitu accipere licet, tum ea- 
dem lege alterum integrale fdx ( |^) capiatur. Quo fado 
erit Q — fdx(~) fundio ipfius y tantum, et aequationis 
P d x -f- Q dy — o, integrale erit 

f?dx -f-/ dy [Q —/d x (i|)] = Conft. 

- - - _ dum* 
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dummodo ambo integralia /P 3 x et /3 x(£p, in quibus/ 
▼t conflans traftatur, ita determinentur, vt euanefcant, dum in 
vtraque ipfi x idem valor / tribuitur. Quare hinc iflam col- 
ligimus regulam 

Regula pro integratione aequationis per fe 
integrabilis 

P 3x-f-Q3/:=o, in qua (fp = (*£)• 

458 » Quaerantur integralia /P 3x et /3x (|p, fpec- 
tando / vt conflantem , ita vt ambo euanefcant , dum ipfi x 
certus Quidam valor, puta rr:/, tribuitur. Tum erit Q — 
/3x(|p fun&io ipfius / tantum, quae fit = Y, et integrale 
quaefitum erit /P 3 x -f- f Y 3 y ~ Conii. 

Vel quod eodem redit, quaerantur integralia /Q3/ 
et fpeftando x vt conflantem, ita vt ambo euane- 

fcant , dum ipfi y certus quidem valor , puta / ~ g , tribui- 
tur: tum F — fdjr (*%■) erit fundlio ipfius x tantum, qua po- 
fita = X, erit integrale quaefitum f Qdj /Xd x Conft. 

Demonflratio. 

Veritatem huius regulae ex praecedentibus perfpicere 
licet, fi cui forte precario afTumfifTe videamur, ambas formulas 
/P3x et /3x(|p eadem lege determinari debere, vt dum 
ipfi x certus quidam valor puta x ~f tribuitur , ambae eua- 
nefcant. Sed ne forte quis putet , alteram integrationem pari 
iure fecundum aliam legem determinari pofTe, hanc demonflra- 
tionem addo. Prima quidem integratio ab arbitrio noflro pen- 
det, quam ergo ita determinari afTumamus, vt integrale f P 3 x 
enanefeat pofito x~ /, quo fa<flo dico, alterum integrale 
/3x(|p neceflario per eandem conditionem determinari opor- 

N n 3 tere. 
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tere. Sit enim f?dx~ Z, eritque Z eiusmodi funftio ipfa- 
rum x et /, quae euanefcit pofito x — fi habebit ergo fafto- 
rem / — jr, vel eius quampiam poteftatem pofitiuam (/— jr) x , 
ita vt fit Z — (f — jr) x T. Nunc quia fdx(~) exprimit 
valorem ipfius (f|), erit/a x (i|) z= (/— - jr) x (||) , ex quo 
manifeftum eft hoc integrale etiam euanefcere pofito x 
ita vt huius integratis determinatio non ampiius arbitrio no- 
ftro relinquatur. Hoc pofito erit vtique aequationis per fe 
integrabilis P d x -+- Q dy — o integrale /P D ar -+- /Y dy ~ Conft. 
exiftente Y = Q — nam pofito fPdxzzz Z, qua- 
tenus fcilicet in hac integratione y pro conftante habetur , vt 
habetur haec aequatio Z -f- /Y dy — Conft. quam efle inte- 
gralp quaefitum vel ex ipfa differentiatione patebit. Cum 
enim fit 

dZ = ?dx + dy (%)=:? dx+dyfdx(£)> 
erit aequationis inuentae differentiale 

fed Y := Q — vnde prodit P d x -4- Q dy — o 
quae eft ipfa aequatio differentialis propofita. Quod autem 
fit Q — fundio ipfius / tantum, inde fequitur, quo- 
niam aequatio differentialis per fe eft integrabilis. 

Theorema. 

459. Pro omni aequatione , quae per fe non eft in- 
tegrabilis femper datur quantitas , per quam ea multiplicata 
redditur integrabilis. 

Demondratio. 

Sit P 3 ar-f-Qc)/ — o aequatio differentialis, et con- 
cipiamus eius integrale completum , quod erit aequatio quae- 
dam 
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dam inter x et y , in quam conflans quantitas arbitraria ingre- 
diatur. Ex hac aequatione eruatur haec ipfit conflans arbitra- 
ria , vt prodeat huiusmodi aequatio Confl. — funttioni cuidam 
ipfarum x et y, quae differentiata praebeat o r M d x -+- N dy, 
quae aequatio iam a conflante illa arbitraria per integrationem 
ingrefla efl libera , ideoque neceffe efl vt haec aequatio diffe- 
rentialis conueniat cum propofita, alioquin integrale fuppofitum 
non 'effer verum. Oportet ergo.,, vt relatio inter d x et dy 
vtrinque prodeat eadem, vnde erit ideoque MrLP 

et N = LQ. Sed quia M 3 x N dy efl verum differentiale 
ex differentiatione cuiuspiam fundionis ipfarum x et y ortum, 
efl (^p — (|^). Quare pro aequatione P d x -+- Q dy — o 
dabitur certo quidam multiplicator L, vt fit — (-§-), 

feu vt aequatio per L multiplicata fiat per fe integrabilis. 

Corollarium r. 

e 

4 <Jo. Pro omni ergo aequatione Pd.v-f-Qd)'— o 
datur eiusmodi fundio L, vt fit ( t ±£ ) — ( * _L£.) , ideoque 
euoluendo : 

L(H)H-P(Ji) = L(5f) + Q(|i) fe» 

— CH-)] = QCSi) — p C§i) - 

quae fundio L fi fuerit inuenta, aequatio differentialis L P 3 * 
-f- L Qdj' — o per fe erit integrabilis. 

Corollarium 2 . 

4 <Ji. In aequatione propofita loco Q tuto vnitatem 
feribere licet, quia omnis aequatio hac forma P d x -+- d y — o 
repraefentari poteft. Hinc inuentio multiplicatoris L, qui eam 
reddat per fe integrabiiem , pendet a refolutione huius aequa* 
tionis : . 

L 
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L (— ) = (— ) — P (— ) , 

x d y y x d x' y' 7 

vbi notandum eft cfle 

dL = 

Scholion. 

462. Quoniam hic quaeritur fundio binarum variabi- 
lium x et y, quarum relatio mutua minime (pellatur, quam 
inuoluit aequatio Pdjf-f-Qd^zro, haec inueftigatio in no- 
flrum librum fecundum incurrit, vbi huiusmodi fundio ex data 
quadam differentialium relatione indagare debet. In hac enim 
inueftigatkme non attendimus ad aequationem propofitam, qua 
formula Pdjr-F-Qdj' nihilo aequalis reddi debet, fed abfo- 
lute quaeritur multiplicator L, per quam formula P 3 ar-+-Qdf 
multiplicata abeat in verum differentiale cuiuspiam fundionis 
finitae, quae fit Z, ita vt habetur dZ~ LPdjr-f-L Q 3 /. 
Quo multiplicatore L inuento tum demum aequalitas Pd-x-b 
Qd_y — o fpedatur, indeque concluditur fundionem Z quan- 
titati conflanti aequari oportere. Cum igitur irmime expedari 
queat , vt methodum tradamus huiusmodi multiplicatores pro 
quauis aequatione difFerentiali propofita inueniendi , eos cafus 
percurramus, quibus talis multiplicator conflat, vndecunque fit 
repertus. Tnterim tamen ad plewiorem vfum huius methodi 
notafle iuuabit, ftatim atque vnum multiplicatorem pro qua- 
piam aequatione difFerentiali cognouerimus, ex eo facile innu- 
merabiles alios deduci pofic, qui pariter aequationem propofi- 
tam per fe integrabilem reddant. 

Problema 60 . . / 

463. Dato vro multiplicatore L qui aequationem Vdx 
H- Q d v — o per fe integrabilem reddat , inuenire innumera- 
biles alios multiplicatores, qui idem officium praedent. 

Solu- 
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Solutio. 

Cum ergo L (P d x -f- Q dy) fit difFerentiale verum 
cuiuspiam fundionis Z, quaeratur per fuperiora praecepta haec 
fundio Z, ita vt fit L (P d x -f- Q dj) — d Z : et nunc mani- 
feftum eft, hanc formulam d Z integrationem etiam efle admis- 
furam, fi per fundionem quamcunque ipfius Z quam ita <J>:Z 
indicemus, multiplicetur. Cum igitur etiam integrabilis fit haec 
formula (P 9 x -1- Q 3^) L <J) : Z , erit quoque L (J) : Z multi- 
plicator aequationis propofitae P9x-+-Q9.r~o, qui eam 
reddat integrabilem. Quare inuento vno multiplicatore L, quae- 
ratur per integrationem Z — /L (P 9 x -h Q 3_y), ac tum ex- 
preflio L (J) : Z, vbi pro (J> : Z fundio quaecunque ipfius Z as- 
fumi poteft, dabit infinitos alios multiplicatores idem officium 
praedantes. 

Scholion. 

454 .. Tametfi fufficiat pro quauis aequatione differen- 
tiali vnicum multiplicatorem cognouifle, tamen occurrunt cafus, 
quibus perquam vtile eft, plures imo infinitos multiplicatores 
in promtu habere. Veluti fi aequatio propofita in duas partes 
c.Ommode difeerpatur, huiusmodi (P9 x+Q9j')h-(R9x- 4-S.9>') =0 
atque omnes multiplicatores confient, quibus vtraque pars fe- 
orfim P 9 x -h Q 9/ et R 9 x S 9 j reddatur integrabilis , 
inde interdum communis multiplicator vtramque integrabilem 
reddens concludi poteft. Sit enim L <J> : Z expreffio generalis 
pro omnibus multiplicatoribus formulae P9 x-hQ 9 w >' et M(J):V 
exprefiio generalis pro omnibus multiplicatoribus formulae 
R 9 x -f- S 9j, et quoniam : Z et : V fundiones quascun- 
que quantitatum Z et V denotant, fi eas ita capere liceat, vt 
fiat L (P : Z — M 0 : V habebitur multiplicator idoneus pro 
aequatione P9r-f-Q^-4-R3r + S Bjzzo. Intelligitur 
autem hoc iis tantum cafibus praeftari pofle , quibus multipli- 

O o cator 
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cator pro tota aequatione , etiam fingulas eius partes feorfitti 
fumtas integrabiles reddat. Quare cauendum eft, ne buic me- 
thodo nimium tribuatur, et quando ea non fuccedit, aequatio 
pro irrefolubili habeatur , CHenire enim vtique poteft , vt tota 
aequatio habeat multiplicatorem, qui lingulis eius partibus non 
conueniat. Ira propofita aequatione P 3 x+Q 3 ^z:o, mul- 
tiplicator partem P d x feorfim integrabilem reddens manifefto 
eft X , denotante X fundionem quamcunque ipfius x, et mul- 
tiplicator partem alteram Q dy integrabilem reddens eft X : 
etiamft autem neutiquam fieri poftit, vt fit X — X feu X — X, 
»ifi cafibus per fe obuiis , tamen tota formula Pd*-f-Qdj* 
certo femper habet multiplicatorem , quo ea integrabilis red- 
datur. 

Exemplum 1. 

465. Inuenire omnes multiplicatores , quibus formula 
ay d x (3 x dy integrabilis redditur. 

Primus multiplicator fponte fe offert X , qui praebet 
cuius integrale eft a.1 x -\-$ly ~l x a y^. Huius 
ergo fundio quaecunque 0 : x a y p in X duda, dabit multipli- 
catorem idoneum, cuius itaque forma generalis eft X 0 : x a y&. 
Fundio enim quantitatis x a etiam eft fun<ftio logarithmi eius- 
dem quantitatis. Nam fi P fuerit fundio ipfius p, et II fundio 
ipfius P, etiam II eft fundio ipfius p et vicifiim. 

Corollarium. 

466. Si pro fundione fumatur poteftas quaecunque 
X* a ji* formula ay d x (3 x dy integrabilis redditur, fi mul- 
tiplicetur per Jr na “‘j' n i 5 ~ *, quo quidem cafu integrale fponte 
patet, eft enim x na y*P, 

Exem- 
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Exemplum 2. 

4 ^ 7 . lnuenire omnes multiplicatores , qtd hanc formulam 
integrabilem Xj d x -f- dy reddam . 



Primus multiplicator * fponte fe offert, vndc cum fit 
/(X3r4-^)=/Xar + /j' feu leJ Vix y, omnes fundio^ 
nes huius quantitatis, feu huius e ffdx y per y diuifae^ dabunt 
multiplicatores idoneos. Vnde expreffio generalis pro omni- 
bus multiplicatoribus erit z=z : fe fXdx y. 

I . .* 

, Corollarium. -> 

468 . Pro formula Xydx-*-dy multiplicator quoque- 
eft e JX3x y qui eft fundio ipfius x tantum; quo ergo cum <»N'a m 
formula 3E d ar, denotante 3£ fundionem quamcunque ipfius x r 
integrabilis reddatur, -ille multiplicator etiam huic formulae 

conueniet. 



Problema 61. 

4 6 9' Propofita aequatione dy Xy d x = 7£ d x, In 
qua X et 3F fint fur dio nes quaecunque ipfius x , inuenire 
multiplicatorem idoneum, eamque integrare. 

Solutio. 

Cum alterum membrum 3E 3 x per fundionem quam- 
cunque ipfius x multiplicatum fiat integrabile, difpiciatur num 
etiam prius membrum 3 y -f- Xy 3 x per huiusmodi multipli- 
rem integrabile reddi poflit. Quod cum praeftet multiplicator 
e JX3x , hoc adhibito habebitur aequatio integralis quaefita 
e JX3x y — fe JX3x dt 3 x, fiue 
y ~ e~ 1* ix j'e f * dx 3E dx 9 
vti iam fupra inuenimus. 

i , Oo a Corol* 
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Corollarium i. 

470. Patet etiam fi loco y adfit fundio quaecunque 
ipfius y 9 vt habeatur haec aequatio 3Y-f-YX3x:=r:3Ed-*’> 
eam per multiplicatorem e /xa * reddi integrabilem , et inte- 
grale fore : 

e s*i*Y=fc' x 9 *Xdx. 



Corollarium 2. 



471. Quare etiam haec aequatio dy-^-yXdxz=y n 3idx 9 
quia per y n diuifa abit in ^ -f- — 3£ d x , vbi pofito 

— Y, ob — 3Y, 

* — I 7 * 



feu ^ = 

y n n 



aY 



prodit — -hYXax=: 3 tax, feu 



3 Y — (n — i)YX3r = — (n — i)3E3x, 
qui per multiplicatorem e ~ (a “ I,/xa * fit integrabilis : eiusque 
integrale erit 

e - { n-,)JX9x Y — — j^fer-ln-DJXax g 3 fiuc 



__L_ — — ( n — 1) *)/x J *y>— 1*— o/xa* j 3 x# 



Scholion. 

472. Cum pro membro a^-HrXax multiplicator 
generalis fit * y <P : e Jxd * y 9 fumta loco funftionis poteftate , 
multiplicator idoneus erit integrale praebens 

Efficiendum ergo eft, vt etiam idem multi- 
plicator alterum membrum y n £dx reddat integrabile; quod 
euenit fumendo m — i~ — feu m~ r — », ex quo hu- 
ius membri integrale fit fe nSxdx l Edx, ita vt aequatio inte- 
'graJis quaefita obtineatur : 

x 
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quae cum modo iuuenta prorfus congruit. 

Problema 62. 

473 . Propofita aequatione differentiali 

aydx-i-pxdy = x n y n (y y 3 x -h 5 x dy), 
inuenire multiplicatorem idoneum, qui eam integrabilem rpd- 
dat, ipfumque integrale aflignare. 

Solutio. ' 

Confideretur vtrumque membrum feorfim ; ac pro prio- 
ri vidimus ay d x -f- (3 x dy omnes multiplicatores idoneos 
contineri in hac forma ^ 0 : x* . Pro altera parte 

x m y* (y y 3 x S x 3 y) y 



primus multiplicator eft - m * , quo prodit 5—? -f- Lll , 

^ y 

cuius integrale eft l x y y*: ergo forma generalis pro eius mul- 



tiplicatoribus eft 



^ “H I yU -+" 



. <J> : x y y * . Quo nunc hi duo 



multiplicatores pares reddantur, loco fundtionum fumantur po- 
teftates, fiatque 

x fia — * p — i __ x *y — trv— i yS — * — i ^ 

vnde ftatui oportet jxazz: yy — m et = — « ; hincque 

colligitur : 

n 7» — Sm u an — 5 m 

r- aT— pV V a T — PY* 

Quocirca multiplicator erit 



X P. a — i y P • 



• i v * y — m — l v vJ- — n — t 

x J 5 



vnde aequatio noftra induit hanc formam 
x* a "~ ‘j^P - l (aydx-i-(3xdy)=x' ,y ~ l y i$ — *(yydx-i-<ixdy) ; 

'■ O o 3 vbi 
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vbi vtrumqpe membrum per fe eft integwfbile Ideoqne in te- 

grale quaelltum .• „ 

quod conuenit cum eo, quod capite praecedente eft inuentum. 

* * + 

Corollarium i. 



-■ .. 474* Pedito ergo breuitatis gratia 



aequationis differentiaiis 

a y d x (3 x dy = x m y n (yy d X -b $ X dy) 
integrale completum eft 

* x* a jr K 1 P = * x» Vf * -f- Conft. 



Corollarium 2. 

475. Si eueniat, vt fit jul — o, feu y« = 5 «r, inte- 
grale ad logarithmos reducetur , eritque 

/ z= } x' y y s -f- Conft. 

Sin autem fit v — o, feu a n ±= £ m , erit integrale 
» h x>1 P ^ *+• Conft. 

Scholion. 

476. Hinc autem cafus excipi videntur, quo a$=( 3 y, 
quia tum ambo numeri jui et y fiunt infiniti. Verum fi 
aequatio noftra hanc induit formam 

ajdx-t-pxdy~?- x n y* (ay d x -f- (3 x dy) , feu 

(*y d x -f- p x dy) (i — x n y n ) =z o, 

quae cum habeat duos fadores, duplex folutio ex vtroque ie- 
orfim ad nihilum redudo, deriuatur. Prior fcilicet nafeitur ex 
*y dx-i-( 3 x dy — o, cuius integrale eft x“^ = Cooft. alter 

vero 



Digitized by Google 




CAPVT n. 



apj 

rero fador per fis dat aequationem finitam i — £ x m j u ~ o , 
quarum folurionum vtraquc fatisfacit. Atque hoc in genere 
tenendum eft de omnibus aequationibus differentialibus, quas 
In fadores refolnere licet, vbi perinde atque in aequationibus 
finitis finguli favores praebent folutiones. Plerumque autem 
fadores finiti ftatim, antequam integratio fufcipitur, per di- 
Tifionem tolli folent, quandoquidem non ex natura rei, fed 
per operationes inftirutas demum acceffiffe cenfentur, ita vc 
perinde ac in Algebra faepe fieri folet, ad folutiones inutiles, 
eflent perduduri. 

Problema 63 . 

477. Propofita aequatione diflerentiali homogenea , 
multiplicatorem idoneum inuenire, qui eam integrabilem red- 
dat, indeque eius integrale eruere. 

Solutio. 

Sit P dar Qdy z=z o aequatio propofita, in qua P et 
Q fint fundiones homogeneae n dimenfionum ipfarum x et y, 
ac quaeramus multiplicatorem L, qui lit etiam fundio homo- 
genea, cuius dimenfionum numerus fit X. Cum iam formula 
L (P dar-+- Qd r) fit integrabilis, erit integrale fundio X -h 
»+i dimenfionum ipfarum x et y, quae fundio fi ponatur 
2, erit ex natura fundionum homogenearum 

L P x -f- L Qj' rr (X -+■ n -+- 1) Z. 

Quare fi X fumatur — — n — i , quantitas L P x -f- L Q y 

erit vel — o, vel conflans, vnde obtinemus Lz=- — ! , qui 

ergo eft multiplicator idoneus pro noftra aequatione. Idem 
quoque ex feparatione variabilium colligitur : pofito enim 

j — ux, fiet P rr ar* U et Q — x“V, exiftentibus U et V 
fundionibus u ipfius tantum, et ob dj^zudx-+-x_du 

erit 
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erit P9*-+-Q3j':r,x ,B Ud,x , -+-.x ,n V , »d.jr-t-jr n V’jir9tf^ 
feu P d x -+- Q. d y ~ x n (U -+* V a) d x -4- x n + 1 V d u. 

At haec formula per x n ~ hx (U-+- Vw) diuifa fit integra- 
bitis, idcoque et formula noftra P 3 x -f- Q dy diuifa per 
jr ,+, (U + V«) = PJt+Q/, 

P O y 

reftitutis valoribus U ~ — , V = — , et u — fiet integra- 

X n X n X 



bitis ; feu multiplicator idoneds eft 



tio 



p a*- 



p * 






, vnde haec aequa- 






— o , femper per fe eft integrabitis. 



Jam ad integrale ipfius inueniendum, integretur formula 
r P pa »“ do y vt conftantem, ac determinetur certa 
ratione vt euanefcat pofito x~f. Tum pofito breuitatis cau- 
fa _ — R , fumatur valor (|A), et eadem lege quaera- 
tur integrale fdx( |A), fpe&ando iterum y vt conftantem. 
Tum erit 

Pi+ 

ajtque hinc erit integrale quaefitum 

/^%+/va^ = conit 

Corollarium i. 

478. Cum ergo formula fit per & integra- 



/ d x ( ) funftio ipfius y tantum feu 

i R. ' 



bilis, fi breuitatis gratia ponamus 



P X ■ 



R. y 



— R et 



= S, 



f*+Sl3 l 
ii). At eft 

d X J 



ncccfle eft iit (fi) — (' 

(ii) — [Qr (||) — PsCff) -PQ]:(Pr+ Qr ) 1 et 
(fi) = [P x (|S.) - Q x (i|) - P Q] : (P x Qy) 1 . 

Quam- 
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Quamobrem habebitur 

Qr (£) - P r (|i) = P * (i§.) - Q* (||). 

Corollarium 2. 

479. Haec aequalitas etiam ex natura fundionum ho- 
mogcnearum concluditur. Cum enim P et Q fint fundiones 
n dimenfionum ipfarum x et 'y, ob 

3 P= 3 ir(i|)+ayci|) et dQ=ix(i%)+h(‘-JL) erit 
»P = *(§£)+,(") et eQ = x(|A)H-j.(ia). 
Aequalitas autem inuenta eft 

quae hinc abit in identicam n P Q ~ n P Q. 

Corollarium 3. 

4S0. Si aequatio homogenea PBar-t-QBjrrro fue- 
rit per fe integrabilis, et P et Q fint fundioncs — i dimen- 
lionisj erit P x -+- Q/ numerus conftans. Veluti cum 

xdx-+ -y»y Q 

X X ■+■ y y * 

huiusmodi fit aequatio, fi loco dx et dy fcribantur x ety, 
prodit — — 3 -2 ~ x, <■ 

r * x -+- y y 

Scholion. 

481. In calculo differentiali oftendimus, fi V fuerit 
fundio homogenea n dimenfionum ipfarum x et j', ponatur- 
que D V — Pdx-}-Q 5 y, fore Pr + Q.y — n V. Quare fi 
P d x -f- Q dy fuerit formula integrabilis , et P et Q fundio- 
nes homogeneae n — i dimenfionum, integrale ftatim habe- 
tur, erit enim V — £ (P x -f- QjO, ne( l lie ad hoc vlla inte- 
gratione eft opus. Interim tamen videmus hinc excipi opor- 
rerc cafum quo «~o, vti fit in noftra aequatione per mul- 

P p tiplica- 
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tiplicatorcm integrabili reddita ***^S Z 7 = o, vbi dx et df 
multiplicantur per fundiones — i dimenfionis, neque enim 
hic integrale fine integratione obtineri poteft. Ratio autem 
huius exceptionis in hoc eft fita, quod formulae integrabilis 
P d x -b Q d y , in qua P et Q funt funftiones homogeneae 
n — i dimenfionum, integrale tum tantum fit fundio homo- 
genea n dimenfionum, quando n non eft nro, hoc enim folo 
cafu fieri poteft, vt integrale non fit fundio nullius dimenfio- 
nis, quemadmodum fit in hac formula differentiali 
quippe cuius integrale eft {l (x x ~{~y y). Quocirca, quod 
formula p ^ ^ fit integrabilis, hoc peculiari modo demou- 
ftrauimus, ex ratione feparabilitatis dedudo. Interim tamen 
fine vllo refpedu, vnde hoc cognouerimus, id in praefenri 
negotio maxime eft notatu dignum, omnes aequationes homo- 
geueas Pdar-hQdjrzo, per multiplicatorem l>x 1 - per 

fe reddi integrabiles. Methodus igitur defideratur, cuius be- 
neficio hunc multiplicatorem a priori inuenire liceret; qua me- 
thodo fane maxima incrementa in Analyfin importarentur. 
Quamdiu autem eousque pertingere non licet, plurimum in- 
tererit huiusmodi multiplicatores pro pluribus cafibus probe 
notaffe; quod cum iam in duobus aequationum generibus prue- 
lliterimus, pio reliquis aequationibus, quas fupra integrare do- 
cuimus, multiplicatores inueftigemus ; ipfa aurem redudio ad 
feparationem nobis hos multiplicatores patefaciet, vti in fe- 
quente problemate docebimus. 

Problema 6 4. 

482. Propofita aequatione differentiali, 
parationem variabilium reducere liceat, inuenire 
rem, per quem ea per fe integrabilis reddatur. 

’ Solutio. 



quam ad fe- 
multiplicato-. 
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Solutio. 

Sit P 9 x -f- Q dy — o , quae certa quadam fubflitn- 
tione, dum loco x et y aliae binae variabiles t et u introdu- 
cuntur, ad fcparationem accommodetur: ponamus ergo fada 
hac fubftitutione fieri Pdjr-t-.Qd^rrrRdt-t-S t) « , nunc 
autem hanc formulam R3/-hSd« fi per V diuidatur, fepa- 
rari, itu vt in hac formula ^ d . t ^' sdu quantitas A fit fundio fo- 
lius f, et 1 fundio folius u. Cum igitur formula dl -*• s a » 
per fe fit integrabilis , etiam integrabilis erit haec P —- - ^ 
quippe illi aequalis , fiquidem in V variabiles x et y reftitu- 
anrur. Hinc ergo ex redudione ad feparabilitatem aequatio- 
nis P d x -+- Q dy — o difcimus, multiplicatorem quo ea in- 
tegrabilis reddatur, eife ficque quas aequationes ad fepara- 
tionem variabilium perducere licet, pro iisdem multiplicato- 
rem, qui illas intcgrabiles reddat, afiignare pofiumus. 

Corollarium i. 

4 . 83 . Methodus ergo per multiplicatores integrandi 
aequationes differentiales aeque late patet ac prior methodus , 
ope feparationis variabilium; propterea quod ipfa feparatio pro 
quauis aequatione, vbi fuccedit, multiplicatorem fuppeditat. 

Corollarium 2. 

484 » Contra autem methodus per multiplicatores in- 
tegrandi latius patet altera, fi pro eiusmodi aequationibus 
multiplicatores afiignare liceat, quas quomodo ad feparatio- . 
nem perduci debeant, non conflet. 

Scholion. 

485* Etfi autem ex redudione ad feparationem ido- 
neum multiplicatorem elicere licet,- tamen nondum intelligitur, 

P p a quo- 
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quomodo cognito multiplicatore, feparatio variabilium inflitui 
debeat, quare etiam ob hanc rationem methodus per multi- 
plicatores integrandi alteri longe praeferenda videtur. Quam- 
vis enim hadenus ipfa feparatio nos ad inuentiouem multipli- 
catorum perduxerit, nullum tamen e(l dubium quin detur via 
multiplicatores inueniendi, nullo refpedu ad feparationem ha- 
bito, licet haec via etiamnum nobis fit incognita. Ea autem 
paullatim planior reddetur, fi pro quamplurimis aequationibus 
multiplicatores idoneos cognouerimus, ex quo quos adhuc ex 
feparatione eruere licet, indagemus in fubiundis exemplis. 

Exemplum i. 

48 tf. Propofita aequatione differentiali primi ordinis 

pro ea multiplicatorem idoneum ajjignare. 

Haec aequatio ad feparationem praeparatur ponendo 
primo ' 

ax-{-(5y-+-y = r et Z x •+■ ey % = s y 

ideo que 

ad x (idy ~d r et $ d x -h edy ~d s y 
vnde oritur 

3 „ t 3 r — (3 3 r ^ „ a 3 t — £ 3 r 

° X ~ a £ — j3 4' — y a 1 — p 4 » 

hincque aequatio noftra omiflo denominatore vtpote conflante, 
erit 

erdr — firds-hasds — $ s d r — o, 
quae cum fit hoinogenea, per err — ((3^5) jr+arx diui- 
fa, fit integrabilis. Quod idem ex feparatione colligitur, pofi- 
to enim r — su y prodit 

essudu-i-esuuds— flsuds-t-asds-Sssdu— Ssudszzzo icu 

s s d u 
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s sdu (eu — — |3k — 5 tf -f- a) = o , 

quae diuifa per s s (eu u — (3a — 5 u -h a) feparatur. Quare 
multiplicator noftrae aequationis propofitae eft 

I I I 

ff(tau — pa — Ja-f-ot trr — (iri — i rs-hats r[t r — (3* )-t-t(a t — 4" ryt 

qui reftitutis valoribus fit 

* • . 

(ax-+-p>-(-7H(3t» — p8)x + yt — p£J -hlS x-hiy-ht) [laf — pj')jr-+-o.^ — >£] * 

atque euolutione fa<fta 

% I 

la t — (35) S ) x y -t- i y y-j-y x -t-Q] -t-a^ — ((3 — fr) 7^-1 -778 

-4-[ayt — (P — $)a-i — * -+- [a * i -h lP — S ) y « — p fi£J y. 

Quare per fe integVabilis erit haec aequatio 

3g(gx-+-pj'-+- , y)->-a3' (E . 

(at — p$)[a**-Mp-*-ff|je,y-t-i i y i 7 -t--yx-t-£j'J-+-Ax-(-iJji-f-C 

exiftente 

A ~ a y e — (f 3 — 5) a £ — ySS 
"B = «/ £ 4- (p — $)ye-^ppZ 
C — a £ £ — (( 3 — S)y%-}-yy e. 

Corollarium. 

4 S 7 . Etiamfi forte fiat a e — (3 5~o, hic multipli- 
cator non turbatur, cum tamen feparatio non fuccedat hac 
quidem operatione. Sit enim a.~ma , (3 — mb, 5— »o, ' 
tzzznb % vt habeatur haec aequatio 

d x [m (a x -+■ by) -h y] -+- dy [n (a x -t- b y) -+- £] = o 

ob A — a(n a — m b) (m £ — n y) 

B — b (n a — mb)(m\ — n y) et 

C = (m % — n y) (a % — b y), 
omiffo fadtore communi , multiplicator eft 

I 

(na — ro&) — by ’ 

P P 3 ite 
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ita Tt baec aequatio per fe fit integrabilis 

(n + (>l|nix -4-niy\-t-ydx-4-{iy 

(a o — mb )l« — p7 

Exemplum 2. 

488. Propofita aequatione differentiali 
y d x (c -\-nx) — dy (y ■+• a ~h b x -\-n x x) z=z o 9 

multiplicatorem idoneum inuenire. 

# 

Fiat fubftitutio HL±- n ^l = «, feu^r 

y -r- a t- 0 x r n x x 7 * a-t~ n x — 4 f 

Tt contrahatur aequatio noftra in hanc formam 
y d x (c 4- n x) — ? s y >e u -tJL?- ] — o, 
feu Z 1 L±JLI) ( U d x — dy)=z o, vel ^' e ^ n ** (U — 'Lll') — o; 
probe enim canendum eft, ne hic vllus fa<ftor omittatur. At 
fa«fia fubftitutione rcperitur 

3 y v J x Ju. j»|t4-nr ) 1 ) u — n i x ^ x (c -x- n x — u) 

y y u a-t-bx-raxx e x- n x — tt «+lx + «u' 

i u (c -t- n x) <J x (n a -t- c c — 6 c -t- (b — - 1 c)xi -4- u u) 

ulc + rxx — u) (c-enx — * 

V nde aequatio noftra induet hanc formam 

y y ( t + nx|’ (6 tt S*m « + ({' — b c - f- ( 6 — icI« 4 -iiii)^ 

®i«-+-nx — a) ^ n (a-t-ix-t-xix x j (c -t- n x) ' ’ ® > 

quae ergo feparabitur dufta in hunc multiplicatorem 

u ( e -x- xi x — ii i 

Ji ,3> ( e -f- n x )* ( n a ^"c"e — 6 c -t - 1 6 — ac) u -x- u u) * 

tu m enim prodit 

3 » J* _ 

*(m-X-cc — b c -+- ( b — u|» + »«] |« + ij + nu)|c-t-«*i 

Quo igitur multiplicatorem quaefitum confequamur, ibi loco 
u tantum opus eft fuum valorem reftituere tum autem reperi- 
tur multiplicator 

a- 4 -&x-»-nxx 



n ia-4-fcx'+-nxjc)_>*4-(a-+6x-f nxx) [ana — bc-t-n(t>— tc)x] yy + [na+cc—bc) ( a+bx-hnxx )* y > 

qui reducitur ad hanc formam 

I 



n 2 % — cc)yy + n (6 — zc) xyy + \na -e * c — b ey (a 4 - b x •+•» * *) y 

Exem- 



Digitized by Google 




CAPVT II. 



3°3 

Exemplum 3. 

489. Propojita aequatione differentiali 

+ _u ( x — y) dy =0 , 

, . /di-**) ^ v J 7 

inuenire multiplicatorem qui eam in t e gr abii em reddat. 

Pofuimus fupra (43 5 •) y — r^TV feu u — *~Jj ' vn " 
de fit x~y = ^i^JL\ ct x+yy—-i±±AA2±L±JLJL\ hinc- 



que noftra aequatio hanc induit formam 

ndx(x-bxx)(i-huu/ [ udxCi+xx^^i-i-uu) — udu(t-i-xx)* 

(i+ra/ 



quae primo multiplicata per (i-f-x«) s 7 tum diuifa per 
(i -+- at x y (i -f- u u) [u 4- n / (i -+* « «)] 
feparatur. Quare aequationis noftrac multiplicator erit 

(i ~t »iip 

(i -+- * *)» (i -*-u n ( [u n »'( i -+- u u)] ’ 

qui primo ob i -f- u u ~ 11 "t~ abit in 



d -+-**) U -+- y y)'[u *+*tt Vd ■+■»»)]* 

Nunc ob u — eft /(i -4 - « e) = + et 

• ^ . n «.*a« II* 



i -4- * u — 



i -f- x x 
i -f- * j’ 



ideoque nofter multiplicator colligitur : 



d + J .7)1* — y + nYH-t-xx) ( i -t-yy) j * * 

ita vt per fe fit integrabilis haec aequatio 

n<>x(n-jiji)y'(i + j’ >1 ■+ — >) y Vt » x *) O 

[t~hy y) [*— • y •+• * Vd -t- x xid + y ij t i i -+• x x t 

cuius integrationi non immoror, cum iam fupra integrale ex* 
hibuerim. 

' Exemplum 4. 

490. Aliud exemplum memoratu dignum fuppeditat haec 

mequatio 



ydx — x dy -4- a x n y dy (x % -f- b) n = o , 



quae 
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quae fi hac forma rcpraefentetur 

xdy-jdx+lx n - hJ dy=lx n - hl djr-+-ax n jdy(x'-hb? 

cuenit, vt vtrumque integrabilc exiftat, fi ducatur in hunc mul- 
tiplicatorem 



a b x n y (x* -\- b) n . 

ad quem inueniendum ex feparationc variabilium , adhibeatur 
haec fubftitutio non adeo obuia — v y , vnde fit 

(x* •+-*)* 

L -,tl yfl . ... ' '• 

x* — _ — , , et hinc aequatio 

I _ ■ 



jd x xdy a x » y 9 y — 0 abit in hanc 

(x B -1- b f ' - ; ' . 

yydv- f- dy -+- a b o" >' n ~ Hl 3 ,X __ q 

x — <y n y> 



quae multiplicata per 



i — v n y n 
yy v* (ab-j-v) 



feparatur 



d v 



— -hj n ~‘ dy~o, 



<u n ( a b -f- v ) , 
vnde idem ille multiplicator colligitur, 

Exemplum . 

491. Propo/ita aequatione differentiaU 
3 x - 4 -yy 3 x — a -j£ — o 

inuenire multiplicatorem } quo ea integra bilis reddatur. 



S- 
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Secundum §. 43 6 . ponatur x rz * et ob c)* — — 
noftra formula erit dj> — 23JJ a 1 1 d /, in qua porro ftatua- 
tur v — t — ttz, et prodibit — tt(dz-{-zzdt — adt), 
quae per / ? (z z — <t) diuifa leparatur , ergo et noftra aequa- 
tio diuifa per 1 1 (zz — a) — ~ ( 1 — x y f — ^ 

fiet integrabilis, ex quo multiplicator erit — a g 1 et 

aequatio per fe integrabilis ** ^ — °' Spctfte- 
tur iam x vt conftans, eritque ex dj natum integrale 



1 J V * x It — x y \ 
» Va V a — x(i — x jr) 



X 



pro quo vt valor ipfius X obtineatur , differentietur denuo , 
ac prodibit 

* • ■ _* * y 3 T — 3 * V x* y y3x — t 3x . 

— x yf — « ' x*{i — xy)* — axx’ 

tnde 



x* y y 3 x — a 3 X — n»)iix-l-xx jx 9x 

*♦ ( i — x y)‘ — a x x JI * 

et X — — i -f- C ; quare aequatio integralis completa erit 



/ ^ 0 ~+~ 2 I » — x y ) 
y a — x ( i — x y ) 



— -f- c. 

X 

Scholion. 



492 . En ergo plures cafus aequationum differentialium 
pro quibus multiplicatores nouimus, ex quorum contemplatio- 
ne haec infignis inueftigatio non parum adiuuari videtur. Quan- 
quam autem adhuc longe abfumus a certa methodo, pro quo- 
vis cafu multiplicatores idoneos inueniendi; hinc tamen for- 
mas aequationum colligere pote r imus , vt per datos multipli- 
catores integrabiles reddanrur; quod negotium cum in hac ar- 
dua dotfrina maximam vtilitatem allaturum videatur, in fequen- 
te capite aequationes inueftigabimus , quibus dati multiplicato- 
res conueniant? exempla fcilicet hic euoluta idoneas multipli- 
catorum formas nobis fuppedirant , quibus noftram inueftiga- 
tionem fuperftruere licebit. 

Q~~q CA- 



> 
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DE 

• . “ 

INVESTIGATIONE AEQVATIONVM DIFFERENTIA- 
LIVM QVAE PER MVLTIPLICATORES DATAE 
FORMAE 1NTEGRABILES REDDANTVR. 

Problema 6 5. 



493 . 

Definire fundiones P ct Q ipfius r, vt aequatio differentia- 

lis P y d x ■+■ (y Q) dy ~ o, per multiplicatorem — ^ , 

>bi M et N fnnt fundiones ipfius ar, fiat integrabtlis. 

> • Solutio. . 



P y 



Necefle igitur eft , vt fadoris ipfius 5 x , qui eft 



, differentiate ex variabilitate ipfius y natum, ae 

y* - j j *- ^ y r 

quale lit differenriali fadoris ipfius 3y, qui eft 



y l -bMyy+Hy' 



durti fola x variabilis fumitur. Horum valorum aequalium, nc 
gledo denominatore communi, aequalitas dat' 

— a Py — P My — (y 3 -+-Myj-h N_y ) — (jh-Q) 



quae fecundum poteftates ipfius y ordinata praebet 
Q — i P/ 9^ + PM/3jr 
-+-y d Q -i- M/ d Q -f- N/ d Q. 

— y 3 d M — y d N 



— Q/dM — Q.ydN 

Vnde fingnlis poteftatibus feorfim ad nihilum perdudis, nanci- 
fcimur primo N d Q, — Q.dN — o, feu ^ ex cuius 

inte- 
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integratione {equitur N = a Q. Tum binae reliquae conditio- 
nes funt, * 

I. 2 P 3 .r -f- 3 Q — 3M~o et 

II. PM3.jr-}-M3Q — a 3 Q — Q3M~o; 
rnde I. M — II. 2 fuppeditat 

— M 3 Q — M 3 M -+- 2 a 3 Q - 4 - 2 Q 3 M ~ o, feu 

^ 1 «a — M tu — M’ 

quae per (2 a — M)* diuifa et integrata dat 

Q — r — r _£m _i_ , „ r an • 

(Ui-tll 1 J (tu — M|* J (U 1 — M )’ J ( ia — M)** 

fca 

2* — _-i 1 i 1_ (3— »-« _i_ n. 

Erit ergo 

Q — M — a-f~p (2 a — M)*, 

hineque 

2 P 3 jr ~ 3 M — 3 Q~-f- 2 ( 33 M(a — M) : 

ficque pro M fun&ionem quamcunque ipfius x fumere licet. 
Capiatur ergo M — 2 a — X , erit P3jr~ — (3X3 X, et 
Qzzza — X-+-(3XX, atque N ~ a a — a X h- a (3 X X. Quo- 
circa pro hac aequatione 

— pyXdX-+-dy(a — X + pXX+;) = o 
habemus hunc multiplicatorem 

I 

j* -+- 1* a — X)>>-i-ala — X+p.\X|ji * 

quo ea integrabilis redditur. 

Corollarium ij 

494 . Tribuatur aequationi haec forma 

3/0 + A+BV+CVV)-C;V3V = o 

Q q 2 erit- 
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eritqne a~ A; X=-BV; ( 3 XXn( 3 BB VV:C VV: 
ergo fi — vnde multiplicator fiet 

I ’ 

Corollarium 2 . 

495. Si hic fumatur V — c-f-ar, obtinebitur aequa- 
tio fimilis illi, quam fupra §. 488. integrauimus, et multipli- 
cator quoque cum eo, quem ibi dedimus, conuenit. Hic au- 
tem multiplicator commodius hac forma exhibetur 

I 

> I > -f- A I* t- B V y [ jf -+- A I -t- AC V V y * 

Corollarium 3. 

49<J. Si ponamus y -+• A ~ z, noflra aequatio erit 

a s (* -4- b v h- c v v; — c (2 — A) v a v = o, 

cui conuenit multiplicator VT+Tc vTi » ita vt P er 

fe integrabilis fit haec aequatio 

ivt+BV + CVY) — C 1 z — A ) V 3 V 

t* — AllJ* + SV ' v) * 

Scholion. 

497. Quemadmodum hic aequationis P^ax-f-(j'-t-Q)aj'ro 

# 

multiplicatorem affumfimus — : , ita generalius 

y y -y- M/ -b N 

yll— I 

eius loco fumere poterimus : , vt haec aequa- 

y y -\- -h N 

. P y n a jr -4— (y n Q y n ~ I ) dy r , . „ _ . 

tio — - 1 — _ — o per fe debeat effe m- 

yy -+- M y -h N 

tegrabilis , qua comparata cum forma Rajr-f-Sa^rizo, vt 
fit = habebimus 

(n - 2 ) ?j - +" C (» - 1 ) P My n -+- n P N /' 1 = (yy -+- M y -+- N )/ 1 1 

-<j*+Qy n -') C^-4-IH)» 

fiue 
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fiue ordinata aequatione 

(n — a ) P y n + 1 3 x ■+■ (n — 1 ) P M/ * 5 ar -+■ n P N y * ~~ r 9 jr 

-3Q. — Mr*3Q — Nr n -*aQ 

h-j b + , c)M -+-yaN +/‘“ I Q3N 

-+-J B Q3M 

vndc fingulis membris ad nihilum redudis, fit 

I. ( n — 2)P3^ = 9Q — 3M 

II. (n — i)MP3xnM9Q — Q3 M — 9N 

III. nNP3x = Nc)Q — Q9N. 

Sit P 3 x z=z d V, eritque ex prima Q — A -+- M (n — 2 ) Vy 
quo valore in fecunda fubftituto prodit 

MaV + (»-j)VaM + AaM + 3Nz:o 
et tertia fit 




aN3V-f-(» — a)V3NH-M3N — N3MH-A3N=ot 
vnde eliminando 3 V repetitur 

/„ .Mf I A HaJN-HNJfl-tHJN 

v” V -t- A_ a N ~ j M — M JN 

Verum fi hinc vellemus V elidere , in aequationem differen- 
do - differentialem illaberemur. Cafus tamen quo n~ 2 expe- 
diri poteft. 

Exemplum. 

498 - Sit in euolutione huius cafus n — 2 , vt per fe in • 
tegrabilis ejfe debeat haec aequatio 



? i. p 7.. 



ix ■ 



Q+g.UjO — o. 



y y -f M y N 



0 

Ac primo effe oportet Qrr A-f-M, tum vero 
JAN 3 M- AMaN = M(MdN- NaM)-iN 9 N, 
quam ergo aequationem integrare debemus, quae cum in nulla 
iam tractatarum contineatur, videndum eft, quomodo tradabi- 
Jior reddi queat. Ponatur ergo M — Nk, vt fiat 

<iq 3 ‘ M3N 
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''MSN — N3M — — NN9», et 
a N 3 M — MdN = 2 NN 3 «-bN* 3 N, hinc 
2 ANN 3 « + ANk 9N + N ! #3« + N 3 N — o, fiuc 



liN 
N N 



AtiJN 



> A )> 



-b u du — o: 



K N N 

(latuatur porro j!j — v, (eu N — *, habebitur 

2 9 <v — A u 3 v — b 2 A v 3 u — b u d u z zz o, (eu 

s \ t 3 u u 3u 



3 V 



A u 



A u 



Vbi variabilis v vnicam habet dimenfionem , et hanc ob rem 
patet, hanc aequationem integrabilem reddi , fi diuidatur per 
(j + Ab/, prodibitque 



(» 



r u 3 u C 

T* J ( * A u )* • AA 



I — A tt 



i- A«)* 

. . C (» -+- A u)* — I — A * 

ideoque v — 

quacunque ipfius jr, erit 



A A ( * -b A u)* ’ 

Sumto ergo pro u fun&ione 



N = 



A A 



t ( i -b A « — I — A U 

A C (4 -4- A tt )* A 



et M: 



A A u 



'C(i-+-A«i“ — t — Ait 



atque n — Ar, *~ l ~ — b. . Iam ex tertia aequatione adipi— 
fcimur 2 N P 3 x = N3 Q — Q 3 N , feu 2 P 3 v = N d. £ , 
at SL zzz c^-A- At.)*-! ynde 5 . jL — 2 C 3 u (2 -b A «), ideoque 

" J4 A ' N 



P 3 jr 



AACJ»(t + A«L 



Quocirca aequatio noftra per fe integrabilis e(t 

A kC 11 »311 fi-4- A»l+ y3 ■>rCl « + Ati)*y — A «)>-+- > C(aA- Au)*— A] Q, 

U,* + Au) , yy-(i+Au)yy + AAuy-rAA 

quae pofito As + 2 induet hanc formam 

ACyt3t-hy9y(Ctt — t-t-i)-A-A 3y>rit — i) 0> 

Lttyy — i* — * ) y y~*~ A 1 1 — *)j+aa 

Hinc autem pofito A — a-, C— ^ et t zzz inuenimus 

a yTy3x3-y3yKi + nx + yxx) — — 7 **:) q . 



Corol- 
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Corollarium i. 

« 499.- Hoc igitur modo integrari potefl: haec aequatio 
ay xydx -+-y dy (a-+- ( 3 x -*• y xx) — adjr(a—yxx)~o, 

• r* 

quae quomodo ad feparationem reduci debeat, non ftatim pa- 
tet. Eft autem multiplicator idoneus 

< i- 2 . 

— a 1 2 3 *+■ (3 x ) -H a * 

Corollarium 2. * : 

500. Hic multiplicator etiam hoc modo exprimi po- 
teft, vt eius denominator in faftores refolvatur , 

•' 1 (a -f- (3 x -f- y x x) y 

[(x-hpx+Yxxjy-ta-hipxj-hax /(ipp-ayJ][(a^px+yxx>-a(aH-Jpx)-ax/($p-ay )] 

, f t . ... Corollarium 5. 

yoT. Si ergo ponamus 

(a -+- p * y x x)y — a(a + Jpr)~a2, 
erit multiplicator, 

V : < * • — |— I (3 — H- Z 

[2 -}- x >/($ p p — y;] [2 — x /($ p p — a y)]* 

At ob y — “ a — * - ^ x -^~- - ■ - , aequatio noftra erit 
a -+- p x -f- y x x 

y x y d x -+- dy (2 -f- i p x -f- y x x) — o. 

At eft 

^ _ — W ap-+- 4 ayr-t-Pvxx) 9 x— a 23 rfp-+- 2yx)-hadz (a-+( 3 x~f-yxx) 

( a — p x H- y x x) z 

C 

hoc autem valore fubfticuto prodit aequatio nimis complicata. 

« . Pro- 
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Problema 66 . 

502. Inuenire aequationem differentialem huius for* 

mae 

j'P5jr-4-(Qy-4-R)5i' = o 

in qua P, Q et R fint fundliones ipfius x, vt ea integrabilis 

y ^ 

> euadat per hunc multiplicatorem , vbi S eft etiam 

1 (i+i// T 



fumfiio ipfius x. 



Solutio. 



Quia d x per et d y per ^ — 

(«+S;/ ^ v (x + S jj' 



multiplicatur, oportet fit 



(m -f- 1 ) P y m (1 -f- S y) — n P l 

_ (i-t-s r)Cr" 4 '^Q-»-y m aR) — wy9S (Q_ v m + 1 R y m ) 

d x ^ * 

qua euoluta aequatione erit' * , ' : s ‘ 

( m -+■ 1 ) P y " d x -f- ( m -t - 1 — n) P Sj n + 1 d x -/* +: z S 9 Q • ) Q 
—j m d r — j- m+i aQ : • - -**»/• +, QdS) ’ 

■->+‘SdR ; r 

-+-tij m+l R D S • 1 

hinc fit P d x — ~~ et SDQ~»Qc)S, ideoque Q — A S' 
et DQ = « A S* -1 d S, quibus in membro meoio fubftitutisfit 

S d R — n A & n ~' d S — S d R -+ nRdS — o. feu 

m -r- i ' 

— — AS n_I 9S4-R3Sr:o, ideoque 

DR— l - B+ s ,|US = — (m-{-i)AS'- i dS, 
quae per S m + 1 diuifa et integrata praebet 

. * 
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R B (m- 4- i) AS"-"-* # 

S m+1 n — m — 2 

Ponamus A — (w -+- 2 — n) C , Tt fit Qr=(ffl+j~)i)GS* ) 
et R — B S m+I -h (w 4- 1) C S n ~ I , ideoque 

P 3 r = BS”aS + (»- i)CS n ~ a dS. 

Quocirca habebimus hanc aequationem 

^as [Bs m -H(»-o cs n ~ t y 

-+■ dj [(»/-+-2—») C S\r ■+■ B S m +' + (m -+- 1) C S*” 1 ] =: o, 
quae multiplicata per - — — - — - fit integrabilis , vbi pro S 
fun<flionem quamcunque ipfius x capere licet. 



Corollarium 1. 

503. Integrari ergo poterit haec aequatio 

BjS m aS-*-B S w+ %-+-(»-i) CfS n —dS -+-(w-hi) C S n “% 

-+- («+i- n) CS n jdj = °, - 
quae fponte refoluitur in has duas partes 

b sr ( y a s -+- s a^) 

C S n ” 1 [(» — 1 )y a S -+- (w h-i) S dj •+- (m -t-z— n) Sy djjzno, 



quarum vtraque feorfim per 
grabilis. 



(* H- SjT 



Corollarium 2. 



multiplicata fit 



iute- 



504. Prior pars B S m (y d S -+- S 3 y) integrabilis red- 
ditur per hunc multiplicatorem — (J) : S y ; eft enim haec for- 

S” 



mula B (y d S - 4 - S dy) <J): Sj' per fe integrabilis. Vnde pro 
hac parte multiplicator erit S x ~ m y x (i -t- Sy)*, qui vtique con- 

R r tineC 
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tinet aflilmtum - — — , fi quidem capiatur X ~ w et 

(i -hSy) n 

fx ~ — n. Eft vero 

f r .Bs^^as-^sa^) — b f - n7)o • 
(n-s^r 

pofito S.y — v. 

Corollarium 

505. Pro altera parte, quae pofito S~£ abit in 

C 

— [— (n — 1 ) y d v -+■ (w-i-j) vdy ■+■ (m + z — ri)y dj'], 
habebimus 



m-f-n 

(n — l)Cvn~t / ZL w .. - . f 



C» — 1) C y A + (>»-+- 2 — «) d A 

\ (n — 1 j y (n — i) ) 

/ — w -~* »7-4-1 r™~" rf 1 — 1 \ 

J 1 *" 1 dv- y i-i vdy v»-i dy ] 

\ n— 1 n— 1 / 



m«+-n 



(« — • i)Cr*-i - / »-"»-» \ 

— d.fj" 1 - 1 v -4— y n-i y 

Ideoque haec altera pars ita repraefcntabitur 

-e-oc + 

> n 1 s 

Multiplicator ergo hanc partem integrabilem reddens erit in 
genere 



m-f-n 



0 : 



. 1 -f- S y 



S n J n - 1 Sy'-' 



Coro 1 - 
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Corollarium 4. 

50 6. Pro altera ergo parte multiplicator erit 

/, _L. s V Y 

_ - , , quo haec pars fit 

m 1- re mm - 7 -i) 7 * * 



gTt -f- H y n I 

_ (n n (I H- s ^ 1 -4- S? 

»-x y* — * s 

cuius integrale eft 

(b-i)C/ + i r *-4-Sr 
— , pofito a: rr . 

r /-S 

Corollarium 5. 

507. Iam multiplicator pro prima parte 
s x-my, (l +Sj ,y 

congruens reddetur cum multiplicatore alterius partis modo 
exhibito, fi fumatur "K — m et /a — — », vnde refultat mul- 

tiplicator communis — - — hincque pofito et 

(1 -+» S y ) 

— ? -Z — z , noftrae aequationis integrale erit 



(1 -7- V) 

B fSJ. v ^ + 



C S n—I v m + * _ 



(!+«/ (1 -+- Sjf 



— D. 



Scholion. 

yc8. Aequatio ergo, quam hoc problemate integrare 
didicimus , per principia iam fupra ftabilita tranari poteft, dum 

Kr 2 1 • pro 
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pro binis eius partibus feorfim multiplicatores quaeruntur, iique 
inter fe congruentes redduntur, cuius methodi hic infignem 
▼fum declarauimus. Poflemus etiam multiplicatori hanc for- 

xnam dare (i Tyy)n , ita vt haec aequatio 

/[^p^ + C Qy H- R) dy-] ___ 

(i “° 

per fe debeat effe integrabilis, et calculo vt ante inftituto in- 
veniemus 



(+(m+-i-n)VSdx] 



(-+-(w-hi)P5jt) 
\-dR | 



J~ a Q 
y-sa r 

(-t-»Ras 









'+(w+i-»)PTa.r> 

r saQ 
f-TaR 
«Qasj 
+»RaT 




vnde ex vltimo membro — TaQ-f-«QaTr=o concludi- 
mus Qz=AT n , et ex primo P a * = AJL , qui valores in 
binis mediis fubftituti praebent 



R 3 S — »7^ — AT, “‘3Tro et 

•n -f - 1 

R a T — -h A T n a S — A S T"- 1 a T =r o, 

quarum illa fit integrabilis per fe fi m~ — 2, haec vero in- 
tegrari poteft fi m ~ 2 n — 1, fit enim 



R3T-.«S + AT—CrdS-SaT) = o, feit 

«R 3 T — TaR , A (T a S — S a T) 

- ■ - - - — ■■ - 1 - ' o a 

„ T n + i -r- TT — 

cuius integrale eft IL? 4- ^5 = ZL? ; hineque 

R = 
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R = BT , + »AT*- , S. 

Praeterea vero notari meretur cafus m~ — i , quem cum 
illis in fubiundis exemplis euoluamus. 

Exemplum i. 

509 . Definire hanc aequationem 
y P 3 x -b (Q y -f- R) dy = o, 

vt multiplicata per - fiat per fe integrabilis. 

y O + Sz + Tj-;) 

Ob m ~ ■ — 1 , habemus ftatim 3R~o, ideoque 
R — C: tum eft vt ante Q — A T* et 3 Q :z= rc A T n ~ 1 9 T , 
vnde binae reliquae determinationes erunt : 

— P S 3 x — AT" _I 3T + C3Sr:o 

— 2PT3x— - AST^-^ST -+-AT n 3S-»-C3T = 0 , 
hinc eliminando P 3 x prodit 

ASST "’ 1 3T — : A T" 3 T — AT"S3S 

+ 2CT3S-CS3T = o. 

Statuatur hic S S T v, vt fiat 

sT 3S — S3T“TS — Hi- V - = 

x $ T y v Y v 7 

eritque 

I Arv3T-iAr3T-i AT ,+ ' + 

»u 7 

feu hoc modo 

— 1 AT* + * 3. V-T-L -f- — o, 

t y v y 

cuius prior pars integrabilis redditur per multiplicatorem 




Rr 3 pofte- 
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pofterior vero per 
erit 



4) vnde communis multiplicator 



T/T 

, hincque aequatio elicitur integralU 



haec 






AT 



» — l 



- H- C/- 



iv =D, 



'* + Vp 



(2» — 1)(®— 4)' * (®— 4/ 

rnde T definitur per v; tum vero eft Srsi/Tv, R — C, 

Q = AT% et CaS ~ ATn ~ > aT 

S 

Corollarium 1. 

510. Cafu quo eft ob lz°=zlz i habetur 

i A/ ^ + c / (T ^ = ;d, reu 

vnde polito vzz^ + uu *t C = XA, erit 
*r=Si — X/^ = Conft. feu 
T = E(i~ s «) Hinc porro 

S = i«)/T=u (f±i)* / E (i — u »), et 

R ~C = XA; tum Q — A Q± 2 / / E (1 ~ u a), atque 
P3.v — x A * u x a at a at 

At eft -y = ~ , Y 2 tu X a* - T Ergo *P d x = . 

Quocirca pro hac aequatione 



A ji a 11 ( f -*-X X — 1 A u ^ 

i — u 



H- A Dj [X (!±.y / E (1 - « «)] = o 

multi - 
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multiplicator erit 

1 

y /[1 -+-2 uy (J±J/ /E (1 - uu ) - 4 - Eyy (1 — uu) (L±J/] 



• Corollarium 2. 

5 xx. Cafu quo »— — # habemus 

— ilXptl +2C/i' = -2D, feu T ~ . 

Ponamus = vt fit T — tum fic 

S = 2K/T = 2K / , 

RrC, Q — ]/ et 

^ ’ u u t 7 



p jp C iu _ i . C <?T A J T 3tt(C-)- Dtt4.Ctml c u> — 3 C u — D) 

u t T sTI» uluu — i) 1 jD-t-s C 7 U) > 

vnde tam aequatio quam multiplicator defluitur. 



Exemplum 2. 

512. Definire aequationem 

y P d-tf-f-CQ/ 4 ~Rj dy ~ o, 

vt multiplicata per — , fiat per fe inteera- 

bilis . 



Ob m~ — 2, ex fuperioribus habemus * 
R S — - T* B , feu R — 

»S S’ 

qui valor in altera aequatione fubftltutus praebet 
(2»H-i)AT n dT sAP +I JS 



n S 



BjTT 

S 



» S S 
2 B T a s 
s s 



AT^dS-AST^aT 



rr o, 



quae 
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quae in has tres partes diftinguatur 

AS /(in+i)T‘" 3 T_ :T " +t dS\ t A rp* +I / 9 S S 9 T\ 

nT n V S 1 S 3 / \T TTj 



B S f— — iLUl?) — o, feu 
\S S S 3 / ’ . 



AS . 

C7. 



AT* +l 3 .|+BS 3 . 1 z:o., 



n T* S S 
Statuamus ad abreuiandum 

'Tan + I 

-Tr =p ' i=f et r§ — r > 

fiet Srl, T =r -L_ , hinc p — 1 - i noftraque aequa- 

tio ita fe habebit 

^ 3 ?+rfF^ a ?+A 3f = 0 ’ fcu 

rTf 3 p -+- d ? H- B 5 r := o. 

Quas tres partes feorfim confideremus, ac prima fit integrabi- 
lis multiplicata per £|<J):p, fecunda vero per ter- 

tia vero per $:r. Vt bini primi conueniant, ponatur 
• P x — q ~ . <f- feu p x_Hl hinc 

M- -f- i r 

p jX-* - 1 -+■ « — - q — 4» 7— »» + i t 

I 

Fit ergo 

* + 1 = ~ rr=~r et -li-, ficque 

»n -f- « 



u. — et X — — -*.» , 

1 an — 1 in-t-i 



4» 



Multiplicetur ergo aequatio per ? — _j£l z= r* +f , 



,/p 



ac 
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ac prodibit 



+ dr r= o, 



Ad. 



(J^L + ^)+b ( 

\«(X-+-l) JJI-+- 1/ 



»« + ■ r n + 1 3 r ~ o y 



4 « 4 »n + u 

~ ^•f ,+ , ( I - 4 >') + B ? »*+« f* + ‘ 3 r = o, 

4 »" 

Multiplicetur per ^» + i(i — 4f)S vt prodeat 

L t . ? . V . ' - 6 . qi n"~f~ i (i — 4 r) v d . (i _ 4 r) 

4 »« + « m- 4 *n 

-4- B *i + t r* + 1 d r (i — 4 r)' ~ o. 

Fiat ergo ^.n 6 — o feu v — — n — J, et ambo 

membra integrari poterunt, eritque 



UJLtlLi fi ITT (i_4f)-+'+ B/r*+' 3 r (1-4.)'= Conft. 
at eft v 1 — — n — * “ — a ~ — , ficque habebitur 

A „ r r*+'dr „ . 



4 nii+ii 



A — an— i /* 

— ll q ~" (1 _ 4 r) • n- B / 
2 » v 



Conft. 



(i-4-r; »“ 



Dabitur ergo ? per r, eritque S =-L, T~ s , tum Rzr 
A T* R 

^- 4 - 4 -|, Q=:AP et P 3 .r = -DR. 

« S S 

Corollarium i. 

513- Si fit n = — s , erit A q 4 - l ±L/ r = feu 
q ~ c . -\ l r / . r . ; hincque 



C r — » B r * V r * 



T — Hi , Q — 

.. rlC — ajir»rj a ’ 

S s 



1 — C V i * B r r 



R = 
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P Q.-+-n * B — *&. r (C — tBr/rH3B — tC/r-t- 4 lrr) c*n 

r S S 9 A ' C “ 

__ }BCr — iCCrV^r — «B Drr/r+ IBCr' - iBBr* Vr 



9 A 



Corollarium 2. 

51+. Ponamus eodem cafu r — uu 9 erit 

C 3 A "T » A A « (C ■— «l» 1 ) 

° cST^-*B»s ’ **ic — ^ 3 * 

R sbcu* — «cc » 1 — <BBu»-f-iBCu* — bbbii» ^ hineque 

P 3 X — — bBCh-^bCCimi-^S^BBm* — 4« BC BBu » ^ 

9 A * 

eritque aequatio j'P3jr + (Q^ + R)9j'=:o integrabilis, fi 
multiplicetur per 

— 1- i/rn 112 I LLA2JL-), 

yy yy’ ' uu(C— iBt '1 ' «»lC — »Bu J t*' 



» u(0 — J B u») 

Exemplum 3. 

5 x 5 . Definire aequationem 
y P 3 x -h (Qj- -t- R) 3r = 0 , 



quae multiplicata per 
bilU. 



(i -i-Sr-H Tjj/ 



Jfcrr per fie integra- 



Hic eft m — 2 n — x, Qr: AT*, et P 3x = ^i 
tum vero ex fuperioribus R zn « A T *' -1 S -f-BT", ac fupei* 
eft aequatio 

R 3 S — — A T — 1 3 T = o , 

quae loco R fubftituto valore inuento, abit in 

( 2 «~i) AT ,l ” l S3S— (n — 1 ) AT“~*SSdT— 2 AT*“"3T 
-+- aB T b 3 S — B T 1 — S 3 T = o, feu 
(2 »-i)ATS3S-(»-i)ASS3T-iAT3T 
+ 2BTT3S-BTS3T = o. 

Prio» 



i 
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Prius membrum pofito SS = « abit in 

( n — |) A T 3 « — ( n — i)A«3T — 2AT3T, feu 

5(»»-.)atS3 (-£l .-'JazlMl, 

( 2 h-i)T*»"* ( 2 «-x)T<**-‘' 

4» — » / y * \ 

r=(2«— x)AT»A-ia.[— — 4T'*-J, vel 

i(2»-i)AT^aji^(^ 4 ) + «:3» = :o ) feu 

( 2 «— x)AT^^ 3 .T»»-«(^— 4 )-+-iAI 5 .i?=o. 

Ponatur et 

T 1 "»-* ( V s — +) = ? = T*“‘ (P — 4 ) » 

1 

Vt fit T»n-1 = 

T = 

Ergo 



-i- , vnde 

f>-4 7 

o«»-« _ . p? ,n -* 

— Y — etS = K ^ Y 

— I r 



(P““ 4 /’ l “‘ ” (P — 4 ; 

(2 n — 1) A (p — 4) d? 



•uW— _ a# _. 



fiue 



/p(p— ■ 4 )’ 



(2» — 1) A 9 j , 2 B d p : ■/ p 

— 



JJ -f- 1 



(P — 4) 






quae integrata praebet 

+ 4B / 



-2A , /• *p‘Vp 



n — i 



(P 4)* "** * 

S s 2 



- = a C, 

1 7 



et 
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et fado ^ = 0«, feu p=i^L, fiet 

A ® fdv(vv — i ) n ~ 1 



» — * 



« — 1 




Scholion. 

5 r<S. Haec fufius non profequor , quia ifta exempla 
eum in finem potiffimum attuli, vt methodus fupra tradita ae- 
quationes differentiales tradandi exerceretur; in his enim exem- 
plis cafus non parum difficiles fe obtulerunt, quos ita per par- 
tes refoiuere licuit, vt pro fingulis multiplicatores idonei quae- 
rerentur , ex iisoue multiplicator communis definiretur; nunc 
igitur alia aequationum genera, quae per multiplicatores inte- 
grabiles reddi queant, inueftigemus. 

Problema 67 . 

517. Ipfius x fundiones P, Q, R, S definire, vt 
haec aequatio ( P y -f- Q) d x y 3 y =z o, per hunc multipli- 
catorem (y y -+- R y -4- S / integrabilis reddatur. 

Solutio. 

Necefle igitur eft, fit 

^d. (V y -h Q) ( y v R v-+-S) n ^ ^r). r(yy-t-R v-t-S) n ^ 

vnde colligitur per (yy -f- Rj> -f- S) n “ 1 diuidendo 

P O y 4- R y -h S ) -+■ * ( ?y + Q ) ( % y -+- R ) = 

feu 



(2»+ t)Vyy dx-+-(a-t- i)PR j y 3 x-»-PS 5 jr 
— nyydR -+-2nQjdx -i-nQRdx 
—nydS 



o. 



Hinc 
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Hinc ergo concluditur P 3 x — , et 

Qdx— ^dS—o, 
L-bQRd.r:=:o, porroque 



S i R 



^ „ — S <?R -|n-M)R9R 

'"i — |U + DK »|in ri) 

■\ c i * * R (rt-t - 1 ) R J R 

(U-f I )K »B + I * 



+ ~ : ergo 



quae per R**-+-* multiplicata et integrata, dat 

4 » + 4 



R 1 * +■ 1 S — C -f- ? R 



» ll -h J 



, hineque 

— a • 

S = * R R -I- C R^hT; , atque 
Qdx= " R5R — 6 



— in — 3 

R !»+i 3 R, et P d x — JLii. : 

' 8B + I 



4(271 -f i ) 1 fl 

vnde aequationem obtinemus 

( ny — \ R — C R ■»*•* ) 3 R -+- (2 n -+- 1 ) y dy = o , 
quae integrabilis redditur per hunc multiplicatorem 

C yy -+- R/ + JRR + C R a »+*)"• 

Corollarium 1. 



518. Cafu quo n — — i, fit 9 R = o et R ~ A, et 
reliquae aequationes funt, 

(n-f«i)AP3 jr-h2»7Q9jir — n 3 S — 0 et 
PS3jt-}-«AQ3.x:z:o. 

Ergo P 3 x ~ ~ , ideoque 

(A A — 4 S) Q. 3 * — 2 S 3 S, feu 

Q 3jr =H=y « F3jr =?£i 

S s 3 fic- 
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ficque haec aequatio -\-y dy n o integrabilis reddi- 

tur per hunc multiplicatorem 

Corollarium 2. 

5 xp. Si hic ponamus A~na et Sm*, haec ae- 
quatio — 0 P er fe eft iategrabilis, vndc 

integrale inueniri poteft huius aequationis 

xdx-\~aydx-\-2xydy — 2 a ay dy z=z o, 
quae diuifa per ( x — a a) / Q j' -+- a aj' *) fit integrabilis. 

Corollarium 3. 

5 20. Ad integrale inueniendum, fumatur primo x con- 
flans, et partis — — 12±2 . integrale eft 

1 r V(> y + i a y + x) ° 

*y(yy-*-zay-i-x')-+-2al[a-hy—y' (yy-*-2ay-*-x)]-hX, 
cuius differentiale fumto y conflante 

3x g g y 

V(yy^-iay-t-x) a + y~-y\,yy + iay + x) 1 * 

fi alteri aequationis parti aequetur, reperi- 

tur 5 X == et X = — al (a a — x). Ex quo integrale 
completum erit 

/ ( yy -f- a ay -f- x ) -+- c / = C. 

Corollarium 4. 

521. Memoratu dignus eft etiam cafus » = — i, qui 
fcripto a loco C -f- 1 praebet hanc aequationem 
(y *+• o R) 9 R -f -y dy m o , 

quae diuifa per yy -f- R y 4- a R R fit integrabilis, haec autem 
aequatio eft homogenea. 

Scho- 
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Scholion. 

522 . Poteft etiam aequationi* 

(P y -f- Q) 3 x -hy ~dy — a 

multiplicator ftatui ( y -h R) m (y 4 - S)*, fierique debet 
9 -( P.y-»-Q)(.y-^R) ,,, r,y- 4 -S)" \ _ ft.y(j-*-R) m (j+ Sy 
dy / ' \ d x 

rnde reperitur 

Pdx(y-bR)(y-bS)-bmdx(Py-bQ)(y-bS) 

-bfidx(Py-bQ)(y-hR)=my(y-bS)dR-b>iy(/-bR)dS 9 
quae euoluitur in 

(m-b/t-b x) Pyy dx -b(n-b 1 ) P R y 3jr-+-P R S 3*. 

— myydR -+-(«r-+-i)P Sydx-hmQSdx) 

—nyydS -+-(«- 4 -a)Q/ 3 or -+-aQR3.x-> := o 
— wSydR \ 

— aR>3S ^ 

vnde colligitur 

P 9 x — "»3R-4-«3S et Q ^ y -PR»« -»R?(m3K.4-»3g} 

m-ba-t-i 'v. ms-t-n.it (m-t-n + i I (m S-wiiv} * 

hincque 

(m3R-4-n3S)[(m-r)R-Mm-Ht)P| ln+»l R S( m3R -+-m 3S1 

Sterj - (m^-TTTT^vTT -n R~r ~ fflS d R^ S -°, 

feu 



0 ' - 



t)R -wnR m(m-j-n)RS3R-inm-m)RS3S 0 

v ' .mS-t-nK > 

-+-a(»-p-i)S3S — mnS 3R 
quae reducitur ad hanc formam 

H-(a-Hi)RR3R-K(>a-a-i)RS3R-SS3R ) 

-b(m -bt)SS 3S +(n-m- i)RS 3S -R R 3S j ~ ° ’ 
quae cum fit homogenea, diuidatur per 

(n -b i ) R *■ ■+■ (m — 2 a — i ) R 1 S -+■ (a — 2 m — 1 ) R S S -+• ( m-b x ) S * , 

feu 
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i k. 

feu per 

(R — S)* [(« -+- i)R + (»+i)S] 
vt fiat integrabilis. At ipfa illa aequatio per R — S diuifa, erit 
(»-+-i)RdR-t-wS3R— «R3 S— (ot-+- i)S 9S = o. 
Diuidatur per 

(R — S) [(»-+- 0 R -4- (« -4- i) S] 
et refoluatur in fra&iones partiales, erit 

a.R ( m -+- n -+- i _| " » ^ 

R — S (rt-+-i)R-4-(nv-t-i)S 

. as / m n -+- t i m -4- 1 

' m-+- n +1 ^ S — R I 
feu 



(n -+- i) R-+- (m -I- i) S 



) = 0 



(m n -4- i ) t a R — 3 S ) | (n-4-i)aR-4-|m-t-i)3S 



o ; 



R — S 

vnde integrando obtinemus, 

(R — 1 [C« + i)R + (®+OS] = C. 

Sit R — S =zu, erit 

C • 

» • 



(ji+i)R + (w + i)S — 



hineque 



R — ( m '+-' l ') u 
m -i- « -)- 2 

s _ _^n« + 



« 



.171 -f~ 71 4“ X 



m -+-ti-i- 2 u 
tum vero 

_ ^ (m — n) 3 u (m -+• ») a d u 
P o x ~ . — — , et 

* . .m -+■ n a 7 






Qa*=^f 0 



4- 



( m-+- 1 )« 



u \U m 2 



% 



(n - h i )«\ 

/tf fl -f- 2 / 



Corol- 
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Corollarium i. 

523. Hinc ergo integrari poteft ifta aequatio 

^ -j / m — n 
y oy -*-y d u ( i _ ) 

J J J V ot a -t- 2 / 

a a (m—n)a _ 

a (M+»+2)a" + ' 1 («u-t-a-t-a/ / ’ 

quippe quae per fe fit integrabilis, fi multiplicetur per 

(»-HT)aVV„ . a (n-+- i)«y 



/ a (OT-t-r)rA m / 

(r+- 



ro-+-a- 4 - 2/ \ a m+B+I ar-f-a-H 2/ 

• Corollarium 2. 

524.. Sit a» — », et aequatio' noftra erit 

-v 2 n a y d u a adu , - 

^ — — rrrr~ *+■ — ^ — i » 3 « = o , 



a 



cuius multiplicator eft [(j'-*- in 



- )• — 4 u a]\ Quare fi po- 



namus y — z — — 
* — 



a- — , aequatio prodit 
ad z . a zdu 



»**-+-* 



4 udu — o t 



quae integrabilis fit multiplicata per (22 — |««) n . Vel po- 
natur z=ziy et a — \b , erit aequatio 

_,3 r _ o3 „_ + ^ = 

ct multiplicator (, yy — u «)*. 

• Corollarium ?. 

525. Si wm — a, prodit haec aequatio 
jr ^ _ a y a „ t ^ Z u _ n^Ju e> 

’ T t quae 
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quae integrabilis redditur multiplicata per 

[y-h~ — i (»•+• 0 «]* [^ + T“ *(»— 0 «]“*- 
Pofito autem y 4- ~ ~ z , prodit haec aequatio 

v zdz — n zd u-\-\(nn — i)k 3 » — ^ 4- ~~ = 0 , 
quam integrabilem reddit hic multiplicator 

[z — i (» 4 - — i (a — 0 «]""*• 

Corollarium 4. 

5 26. Ponamus hic z~uv , et habebitur ifta aequatio 
ttuvdv-^-udulyv — nv-\-\(nn — i )] — 

quae fi multiplicetur per * f n ytrumque membrum 

fiet integrabile. Pofito enim - — S, fea 

v — i(n — 1) 

» 4 -i — (» — 1 ) x 



©rrtur 



uda 



(1 - j/ 

cuius integrale cft 



2 C 1 — 0 



s n+t ua /* j 

a (i — .f) 4 J (1 



a(i-j)* 

j* 3 / - 



(i-// 



') a 

Scholion. 

527. Quo noftram aequationem in genere concinnio- 
rem reddamus, ponamus mi — X — i 4- ji et n — — X — i 
— p., vt fit m 4- «4- 2 — — 2 A, fietque aequatio. 

J }y y 5 u [-£- 2 (X 4 - i) tf «* X J 



4 - a du aa tX 4-c« tr* x ) := o\, 



quae 
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quae per hunc multiplicatorem integrabilis redditur 

(jr-i-aU tX ~ hl — X)« jH — X-r + * — X—tJ' 

Ponatur y -f- a tf x + 1 — u r, et orietur haec aequatio 

u zdz — fla‘ x + I 9z + 3tf (ss — s -f- ~ o t 

cui refpondet multiplicator •> 

*X— i _j_ } L= jLy.-\- t q, X — it 

Repentur autem integrale 

C = afdz (* -+- (* _ »-*-« 

quod ergo conuenit huic aequationi differentiati 



Problema 68. 

528 . Ipfius x fundiones P, Q, R et X definire, vt 
haec aequatio dy -t -yy 3.v-4-X3.x:=:o integrabilis reddatur 
per hunc multiplicatorem . I . 

Solutio. 

Debet ergo effe 

I V >-*- * * J t ~ 

" p y y -+• -+ *■ «>* r j y ■+■ Qj ■+* *• * 

hincque 

2 J (P^J -1- Q.J' -+- R) — H- X) (2 Pj' H- Q) 

— t > > 9 p — y j Q_ — a r . 

iX 

ergo fieri debet * 

-+- Qj' y5jr-f-2Ry9je — Q X 3 *■ 

-\-}yd P — iP X y 3 * - 4 - 3 R 
-i-y 3Q 

T t a Quare 
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Quare habetur Q et X =r — 1|. Sumto er» 

do d x conflante eft 3Q~ — — ~ , vnde fieri oportet 
aR d x -f- — ig = o, feu 






RaP-4-PdRrriLiif, 

* 3x* ' 

cuius integratio praebet P R = -+■ C , hinc Ric- 



tum 



JF' 

Prf* j 



■S» 



3 P* 



33P 



Q— et X — 7v n > T 7? — «TT^» 

Ponamus P— rSS, vt S fit fun&io quaecunque ipfius jr, ob* 
dnebimusque 

P C C r> • S 3 S p C , 3 S* Y C 3 3 S 

’ ^ <»x 5 ‘ S S 3**’ S* S***» 

quibus fumtis valoribus, per fe integrabilis erit haec aequatio 

3>-Hjfj | 3x->-X3x Q 

s y y <>Ly -+- *■ * 

Scholion. 

^ 529 . Haec folurio commodius inflitui poterit, fi mul- 

tiplicatori tribuatur haec forma — vt ficti debeat 

JLd.~r?y 

iy yy 
vnde oritur 

aPQ^ar+sPR^ax - sPQXDx' 

—JjdP — aPXrdx — R5P 
— aQraP +P.3R 
-f- * Q y 3 Q 

vbi ex fingulis commode definitur fcilicet 

^ = 2 Q 3 X =Z + ^ - 3R-.QX3» 

Hinc colligitur 2 Q(R-f-X)a,*:=:aR, vnde nunc ipfum 






V) > 3 



a&j-t-ll. 

P 



‘SU 



elementum a x definiamus . d x — 

* q n i r _ 

fubftituto adipifcimur 






quo 



valore 



Q3R 
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9 Q fcu ... 

aQQ9R = R5R — X3 Rh- aQR 9Q-4-**QfXaQ: 

vnde colligimus 

hinc ?r= ;W^ , «que ¥ * ' Mt ° q “-' ’ 

P=Ay'(QQ — R>" ■ 

Fiat QQ—R — S , ac repertetur : 

a;c = iA, X = iS^i-QQ^S, R = QQ-S, 

atque P-A /S. Quocirca habebimus hanc aequationem 

a/ -+- + a a— = °» . 

quae integrabilis redditur per hunc multiplicatorem 
y_s — 

Ad eius integrale inueniendum, fumantur Q. et S conflantes 5 

prodibitque . * » 

r »jvs — -f- V. 

J & y-+-ar+-vs 

exiftente V certa funtfione ipfius S vel Q. Iam diffetentietur 
haec forma fumta y conflante y proditque 
30VS- yyBS-H4QS^Q— QQ^S— S5S 

4Q[Cr + Q/-S]/S » 

ideoque 

a V yy9S-4-«g.j3S-*-g .g3S— -S3S — _2JL- ► 

° — -* a.Uy S_>* — - S3 VS 4&/« 

Ex quo aequationis noftrae integrale eft 

* 7 : y-4-2. — VS _±_i r — C.. 

* l y^+ rs + ”o 7 s — K '- • 

Tt 3 



Corol- 
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Quare habetur Q = - = rk' et X =: — §£. Sumto 
do dx conflante eft d Q~ — 2jL?, vnde fieri oportet 
aRa* + il^ — ^ = o, fcii 
Rap + paR^riiii*, 

1 3 X* 7 



cuius integratio praebet PRrii^+C, hinc R = i^-+L. 

1 •»*** 7 *Ptf* a p* 

tum 



Q = -||,etX = 



ap» 



3 3 P 



p p 4 p p «' ** «pa*» 



Ponamus PrrSS, Tt S fit fundio quaecunque ipfius x, ob- 
tinebimusque 

P— S S, Q rr - illi , R — JL , etX = 5-iil 
,NC - j* ’ — ss ax«’ — s* «TaT 5 * 

quibus fumtis valoribus, per fe integrabilis erit haec aequaticr 

3y-+- yy3 x-bX 3 x 

*Y*Zz,y + k °* 



Scholion. 

5 S 2 9* Haec folutio commodius inftitui poterit, fi mnl- 

tiplicatori tribuatur haec forma v t fieri debeat 

— d . — Zi22L±Z> — j_ ii. p 

y y a* - a* * ^ Jf a k * 

rnde oritur 

^PQj^dx-l-aPRjrax __ 2 pQxa 

*— j^ap -aPXr.ax- Rap 
— -sQ^aP +P-5R 
■+- 2 Q y a Q 

vbi ex fingulis commode definitur fcilicet 

n rr 2 O a r — - — jR-tQxa* 

p _ q. • K 

Hinc colligitur a Q (R -f- X) d x zzz d R, vnde nujic ipfum 

elementum d x definiamus , a x — i R quo valore 

fubftituto adipifcimur *£.<*■■*■ * 
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.fiiLL — -4-^ Q. feu . 

k x raJKT+nt) 

a QQdR = R3R — XdR-*2QR3Q-4-*'QXdQ: 

rnde colligimas 

hinc 3x = ha±^i, Itque y = !^dS=|f ; ideoqu* : ' 

P = Ay'(QQ — R).' ' 

Fiat QQ— R^rS , ac reperietur - 

dx = ±±,, X — i^J^-QQ. ^S, R = QQ — S, 
atque PrrA/S. Quocirca habebimus hanc aequationem 
3 y -f- 1211 4 - a Q — l2A±iii- s — o, 

quae integrabilis redditur per hunc multiplicatorem 

y_s — y' s J 

> + ^ Cj-t-Si,»* — s 

Ad eius integrale inueniendum, fumantur Q et S conflantes ? 
prodibitque . . 

r_iyyj. — -i- v, 

J ly+QS — & * y_K s^-H ys 

exiftente V certa funtfione ipfius S vel Q. Iam diffefentietur 
haec forma fumta y conflante, proditque 

aoys— yr3S-t-4QS^Q— QQ^s— sas 
Cr+ Q)-ls ~ +3V ~ ♦Qton-Qr-sj/s ’ 

ideoque 

^ v jy3?-^-«Q.j>3S-4-g.g.3S — sas — - 3S r - » 

Ex quo aequationis noftrae integrale eft 



w^ZrZl +iStf i = c - 



j -t- y s 



Tt 3 



Corol- 



Digitized by Google 




334* 



CAPVT II!. 



Corollarium i 4 . 

< 

530 .' Singularis eft cafus, quo R — QQ, fit enim 
tl— 2 Q 2r — — xax + 3fL — 

p ^ a. n * : 

vnde has duas aequationes elicimus 

QQ3jt X 3;r — dQ— o et QQdx -+-Xdx — dQz=: o, 

quae cum inter fe conueniant, erit 

= — Q Q 3 .r , et / P = ?/Q,3r. 

r’ Corollarium 2. ' ' * 



531 . Sumto ergo Q negatiuo, vt habeamus hanc ae- 
quationem 

dy -f -yy dx — 3 Q — Q Q 3 *• = o , 
haec integrabilis redditur, per hunc multiplicatorem 

e —%JQJX 

Et integrale erit 

<y — Q) - • - , • 

--r g - *j a.a * v _ Conft# .. . ; 

y Sb ^ ^ ' ■ • * • ; 'r • 

vbi V eft fundio ipfius x, ad quam definiendam, differentie- 
tur fumta y conftante 

y -• * » 

. — e - */£■** _+_ igi* e -*JQJx + 9Vr 

o— ii ,) 1 >— -Ji. (>-«.)* ’ 

vnde fit V —ftr~ 9 jf, ita vt integrale fit ~ * , 

C • p t/Oi* 

/ r *^*3r - 1 _ = C. 

j — Q. 

Corollarium 3. 

532 . Propofita ergo aequatione 



J A. 
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II eius integrale particulare quoddam conflet y — Q, vt fit' 
dQ+QQd* + X9jf = o > 

ideoque 

dy-hyy d *— 1 3 Q — QQd* = o, 
multiplicator pro ea erit et integrale com- 

pletum 

. /. C e'**- 3 * 4- -V, =: e'JV*fe-'-W* d x. 

V/ , ’ 

Scholion. 

533 . Aequatio autem in praecedente fcholio innenfa 

' dj-±- yyll + 3 0- — o, 

J 4Si.s ^ ^ 4!is ’ 



non multum habet in receflii, pofito enim y -f- Q rr z prodit 
a z — m -f- ag(zz ~ sy — o, 

in qua vt bini priores termini in vnum contrahantur, ponatur 
reperieturque * 

— o, feu -* v . -f- -iA- = o, . 

f 4 8. 4 Si, ’ V V I 4Si,VS 

quae cum fit feparata integrale erit l / — \f ^ s , vbi eft 

vs- • _ - 

Aequatio autem in ipfa foiutione lnuents 
dy -\-7J a x -h C -Af — =r o , 
vbi S eft. funftio quaecunque ipfius x , et — 9.* magis 
ardua videtur, dum per fe fit integrabilis , fi diuidatur per 



SSyy — ^p 




(.Sy-uy+h- 



At fumto jr conflante integrale reperitur 



— Arc. tang. , s H- V = Conft. 

vc 0 «i*rc 



nunc 
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nunc ergo ad funAionem V inuenicndam, fumatur differenda!* 
pofita y conftante , quod eft - r ; • 

a Sy d S — + ^ y f 

. ss{Sy — Jjy-hC •_ 

et aequari debet alteri parti ' ■ ' 



Ergo 



csj-HT+ft 



SSiSy-Hr-hC 



„r-SS„dx-*S,dS + g + ° 1 g _ 9x 
S S (Sy — 1|>* -+- C SS‘ 



Quocirca integrale completum eft 



7c Arc. tang. . 'syg- li l = D. 

Quod fi fumamus S — ar, huius aequationis 
Bs-hs/dx-t-yp = o, . 
integrale completum eftj 

L2 
Y C 

Sin autem fit S — ar", 

ob ¥- — nx n —‘ et d.|i=z»(» — i) ar*"** d x 9 

ix )x v * ~ 

integrari poterit haec aequatio 

Cdx 



^ Arc. tang. * *> r -? — i == D. 



-+- _T y 9 ar 



,^n 



n (n — i) d ar 

0, 



ar.ar 



x ,n y 



n x * 



» — I 



integrale enim erit 

-L- Arc. tang. - — .. . , 

C 5 ]/ C (2n—i)ar #% * 

Supra autem innenimus hanc aequationem 



= D. . 

By 
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dy -\-yy 9 x + C .r m 3 x — o , 

ad feparationem reduci poffe , quoties fuerit m ~ ? iis- 

dem ergo cafibus fundionem S aflignare licebit, vt fiat ^ — 
= C x" 1 ) quod cum ad aequationes differentiales fecundi 
gradus pertineat, hic non attingemus. 

Problema 69. 

534. Definire fundiones P et Q ambarum variabili- 
um x et y, vt aequatio differentialis P d x Q dy — o, di- 
vifa per P x -4- Qj fiat per fe integrabilis. 



Solutio. 

Gum formula ~**+£* y debeat efle integrabilis, fta- 
tuamus Q— PR, vt habeamus i^-±Ai2., fitque 
-+- N dy. Quare fieri oportet 



-Ld.- 

> y x ■ 



— “ — d 

•R y dx 



vnde nancifcimur 
fit 3 R = M 3jf- su 



— R — N ji 

(jc^f-Rj 1 )» I* 



-R> 
M x - 



niL feu N — — — ; hinc 

R y) 1 y 

2 — Mj . ?' >x Z'j c - iy i quae formula 



y . yy 
cum debeat efle integrabilis, necefle eft fit M 7 fundio ipfius 

j, quia J 1 ax —* t? — d . j ; atque ex hac integratione prodit 

R — < 2 > : -, feu quod eodem redit, R erit fundio nullius 

dimenfionis ipfarum x et y. Quocirca cum S,zz:R, manife- 

ftum eft huic conditioni fatisficri, fi P et Q fuerint fundio- 

nes homogeneae eiusdem dimenfionum numeri ipfarum j ccty; 

hoc ergo modo eandem integrationem aequationum homoge- 

nearum fumus afiecuti, quam in capite fuperiori docuimus. 



Corollarium 1. 

535. Cum igitur fit integrabile, fi fuerit 

V v R = 
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R = Q:~, feu Rz=:i(|>:i, erit etiam haec formula 



I li ^ U ; 



! ^(p:L 



integrabilis , quae ita repraefentari potcft 



!1 (/•£—/£) 

i+QAjf — r-f) ’ 

■vbi littera <p> denotat fundionem quamcunque quantitatis fuf- 
fixae. 



Corollarium 2 . 

53 6. Ponatur ^ et ~ rr^, atque haec for- 

mula 

y ' :(/>£- fl 2 ) _dx + (f¥ - 

erit per fe integrabilis. Quare pofito R rz £ Q : (/i^ — 
haec formula * y ~ erit per fe integrabilis, quaecunque 

functio fit X ipfius x, et Y ipfius y. 



Corollarium 3. 

537. Quare fi quaerantur fun&iones P et Q, vt haec 
aequatio Pdjr-i-Qd^rzo fiat integrabilis, fi diuidatur per 
PX-4 -QY, exiftente X funtftione quacunque ipfius x et Y 
ipfius y 9 debet efle 

Corollarium 4. 

538. Quare fi figna Q et 4 fun&iones quascunque 
indicent, fueritque 

r = J <p : (/¥ -/V5 « Q = J + :(/¥— /¥)• 

haec 
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haec aequatio P 9 x-f-Q 3 j' — o integrabilis reddetur, fi di- 
vidatur per PX + QY. 

Scholion. 

539. Hinc ergo innumerabiles aequationes proferri 
poflunt, quas integrare licebit, etiamfi alioquin difficillime pa- 
teat, quomodo eae ad feparationem variabilium reduci que- 
ant. Verum haec inueftigatio proprie ad librum fecundum 
Calculi Integralis eft referenda, cuius iam egregia fpecimina 
hic habentur; definiuimus enim fundionem R binarum varia- 
bilium x et y ex certa conditione inter M et N propofita fci- 
licet Mjf+Nr = o feu x (i*) -±-y = o, hoc eft ex 

certa differentiaiium conditione. 



Vt a CA- 
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DE 

INTEGRATIONE PARTICVLARI AEQVATIONVM 
D 1 FFERENTLALIVM. 

Definitio. 

540. 

I ntegrale particulare aequationis differentialis eft relatio varia- 
bilium aequationi fatisfaciens , quae nullam nouam quanti- 
tatem conflantem in fe compleditur. Opponitur ergo integrali 
completo, quod conflantem in differentiali non contentam in- . 
voluit, in quo tamen contineatur necefife eft. 

Corollarium 1. 

541. Cognito ergo integrali completo, ex eo innu- 
merabilia integralia particularia exhiberi poffunt, prout con- 
flanti illi arbitrariae alii atque alii valores determinati tribu- 
untur. 

Corollarium 2 . 

542. Propofita ergo aequatione differentiali inter' va- 
riabiles .r etj, omnes funbiones ipfius x y quae loco y fub- 
ftitutae aequationi fatisfaciuut, dabunt integralia particularia, 
nifi forte fint completa. 

Corollarium 3. 

543. Cum omnis aequatio differentialis ad hanc for- 
mam reuocetur, exiftente V funbione quacunque ip- 

farum x et/, fi eiusmodi conflet relatio inter x et y, vnde 

pro 
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pro yt et V refultent valores aequales, ea pro integrali par- 
ticulari erit habenda. 



Scholion i. 



544.. Interdum facile eft integrale particulare quafi di- 
vinatione colligerej veluti fi propofita fit haec aequatio 
a a dy -h yy d x — a ad ar-H x y d x. 

Statim liquet ei fatisfieri ponendo y — x, quae relatio cum 
non folum nullam nouam conflantem, fed ne eam quidem a, 
quae in ipfa aequatione differentiali continetur, implicet, vti- 
que eft integrale particulare: vnde nihil pro integrali comple- 
to colligere licet. Saepe numero quidem cognitio integralis 
particularis ad inuentionem completi viam patefacit, quemad- 
modum in hoc ipfo exemplo vfu venit, in quo fi ftatuamus 
y — x -f- z fit 



aadx-\~aadz-\-xxdx-\- zxzdx-{-zzdx — aadx 

-f- jr * d x x z d *, feu 
* • 

aadz-*rXzdx-\-zzdx~o, 
quae aequatio pofito z — abit in hanc 



d v 



quae per e 



-f 



X -V d X 

a a 
' X d x 
a a 



= dx, 

— XX 

— e %aa multiplicata fit integrabitis, et dat 



— X X — X X X X —X X 

c* a<r v=fe T ° r dx i feu v =z e aa a fe aa fl dx, 
quod ergo eft maxime tranfcendens, cum tamen fimplicifli- 
mum illud particulare inuoluat: fcilicet fi conflans integratio- 

— X X 

ne fe' aa dx inueda fumatur infinita, fit v~ « et 2 = 0, 
vnde y — x. Interdum autem integrale particulare parum iu- 
vat ad completum inueftigandum, veluti fi habeatur haec ae- 
quatio 

V v 3 a z dy 
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a 3 dy -\-y* 5 jc = 3 jr -4- jr 3 D jt , 

cui manifefto fatis facit y ~ ar, pofito autem yzzzx-t-z prodit 
o 3 52-{-3jrArz5ar-f-3Jrsj:3jf-f'2 3 3jf^;o, 
cuius refolutio haud facilior videtur, quam illius. 

Scholion 2. 

545 . In his exemplis integrale particulare ftatim in 
oculos incurrit, dantur autem cafus quibus difficilius perfpici- 
tur; et quanquam raro inde via pateat ad integrale comple- 
tum perueniendi, tamen faepe numero plurimum intereft inte- 
grale particulare noffc, cum eo nonnunquam totum negotium 
confici poflit. Iam enim animaduertimus in omnibus proble- 
matibus, quorum folutio ad aequationem differentialem perdu- 
citur, conflantem arbitrariam per integrationem inuedlam ex 
ipfis conditionibus, cuique problemati adiun&is, determinari, 
ita vt femper integrali tantum particulari fit opus; quare fi 
eueniat, vt hoc iplum integrale particulare cognofci poffit, 
fine fubfidio completi, folutio problematis exhiberi poterit, 
etiamfi integratio aequationis differentialis non fit in poteftate. 
Quibus ergo cafibus fine integratione vera folutio inueniri eft 
cenfenda ; propterea quod proprie loquendo nulla aequatio 
differentialis integrari exiftimatur, nifi eius integrale comple- 
tum affignetur. Quocirca vtile erit eos cafus perpendere, 
quibus integrale particulare exhibere licet. 

Scholion 3. 

54 <J. Maximi autem eft momenti hic animaduertifle , 
non omnes valores aequationi cuipiam differentiali fatisfacien- 
tes pro eius integrali particulari haberi poffe. Veluti fi ha- 
beatur haec aequatio dy rr: , feu — j/(a — x), po- 

fito x — a fit tam / (a — x) = o, quam || =: o , ita vt ae- 
quatio 
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quatio x—a illi diflferentiali fatisfaciat, cum tamen nequa- 
quam eius fit integrale particulare. Integrale namque comple- 
tum eft y =, C — a Y (a — jr) feu a — x — , (C — j)*, vn- 
de quicunque valor conflanti C tribuatur, nunquam (equitur 
a — x — o. Simili modo huic aequationi 



dy =z . . xdx .+ >±2- 

^ y { x x -h y y — a 



a) 



fatisfacit haec aequatio finita x x y — a a , quae tamen 
inter integralia particularia admitti nequit, propterea quod in 
integrali completo y — C -f- Y (ar x -+-y y — a a) ncutiquam 
continetur. Quare ad integrale particulare non fuflicit, vr eo 
aequationi diflferentiali fatisfiat , fed in fu per hanc conditionem 
adiungi oportet, vt in integrali completo contineatur ; ex quo 
inueftigatio integrali um particularium maxime eft lubrica, nifi 
fimul integrale completum innotefeat; hoc autem cognito fu- 
peruacuum eflfet methodo peculiari in integralia particularia in- 
quirere. Tum enim poriflimum iuuat ad inuefligationem inte- 
gralium particularium confugere, quando integrale completum 
elicere non licet. Quo igitur hinc frudum percipere quea- 
mus, crireria tradi conueniet, ex quibus valores, qui aequa- 
tioni cuipiam diflferentiali fatisfaciunt, diiudicare liceat, vtrum 
fint integralia particularia, nec ne? Etiamfi fcilicet omnia in- 
tegralia fint eiusmodi valores, qui aequationi diflferentiali fatis- 
faciant, tamen non viciflim omnes valores, qui fatisfaciunt, 
funt integralia. Quod cum parum adhuc fit animaduerfum , 
operam dabo, vt hoc argumentum dilucide euoluam. 



Problema 70 . 

547. Si in aequatione diflferentiali fundio 

Q cuanefcat pofito x~a , determinare quibus canbus haec 
aequatio x — a fit integrale particulare aequationis diflferentia- 
lis propofitae? 

Solutio. 
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Solutio. 



Cum fit pofito x~a fit tam Q=ro quam 

|^ — o, vnde hic valor x~a aequationi differentiali propo- 
fitae dy — ^ vtique fatisfacit,. neque tamen hinc fequitur 
eum effe integrale. Hoc folum fcilicet non fufficit, fed infu- 
per requiritur, vt aequatio x~a in intcgrali completo con- 
tineatur, fi quidem conflanti per integrationem inucdac certus 
quidam valor tribuatur. Ponamus ergo P effe integrale for- 
mulae vt integrale completum fit y~ C-+-P; cui aequa- 
tioni ponendo x~a fatisficri nequit, nifi pofito xz ~a fiat 
P =z:c\5, tum enim fumta conflante C pariter infinita, pofitio- 
ne x — a quantitas y manet indeterminata, ideoque fi pofito 
x~a fiat P~oo, tum demum aequatio x~a pro integrali 
particulari erit habenda. En ergo criterium, ex quo digno- 
fccre licet, vtrum valor xzzia aequationi differentiali dy—~ 
fatisfaciens fimul fit eius integrale particuldre nec ne ? fcili- 
cet tum demum erit integrale, fi pofito j r ~ a non folum 
fiat Q=o, fed etiam integrale P zzzfiJi abeat in infinitum. 
Quod quo clarius exponamus, quoniam pofito x~a fit Q~o, 
ponamus Q = (a — x) n R , denotante n numerum quemcun- 
que pofitiuum, et cum aequatio 



3 d x d x 

J ~ Q ~ (a — x) n R 
induere queat hanc formam 

dy— adx -j 



y d x 



(a — x) n (a — x/ 



(a-x/ 



Sd 

R 



ratio illius infiniti P pendebit a termino J — — - — - qui fi po- 
fito x — a euadat infinitus, etiam integrale P ~f d . x 



St 



erit in- 
fini- 
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finitum, Ttcunque fe habeant reliqua membra. At eft 

/ ad x a 

(a — x) % (» — i) (a — x) n ~ l ' 

quae expreftio fit infinita pofito x~a, dummodo n — i fit 
numerus pofitiuus, vel etiam n~ i. Quare dummodo expo- 
nens n non fit vnitate minor, pofito Q~(a — x) n R aequa- 
tio x = a pro integrali particulari erit habenda. 



Corollarium i. 

548. Quoties ergo pofito Qr:(a — jr) n R exponens 
n eft vnitate minor, aequationi d y — non conuenit inte- 
grale particulare x — n, ctiamfi hoc modo aequationi diffe- 
rentiali fatisfiat. 

Corollarium 2. 

549. Si exponens n eft vnitate minor, formula fit 
infinita pofito x~a ; vnde nouum criterium adipifcimur: Sci- 
licet propofita aequatione dy~ fi pofito x~a fiat qui- 
dem Q— o, at iS' — 00, tum valor x ~ a non eft integrale 
particulare illius aequationis. 



Corollarium 3. 

550. His igitur cafibus exclufis, aequationis d-y z?z 

vbi pofito x — a fit Q — o , integrale particulare femper erit 
x — cty nifi eodem cafu x — a fiat °°> hoc eft quoties 

valor formulae ^2- fuerit vel finitus vel euancfcat. 

i x 

Scholion 1. 

551. Haec conclufio inuerfioni propofitionum hypo- 
theticarum innixa licet videri queat fufpeda ac regulis Logi- 
cae aduerfa, verum totum ratiocinium regulis apprime eft con- 

X z fenta- 
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fentaneum, cum a fublatione confequentis ad fublationem an- 
tecedentis concludat. Quoties enim pofito Q =z (a — x) n R 
exponens n eft vnitate minor, toties fit noo pofito x±a. 
Quare fi pofito x — a non fiat ^ — oo, idcoque eius valor 
rei finitus vel euanefcat, tum certe exponens n non eft vni- 
tate minor, erit ergo vel maior vnitate vel ipfi aequalis, vtro- 
que autem cafu integrale P“/i£ pofito x — a fit infinitum, 
ideoque aequatio jrzm eft integrale particulare. Quare fi in 
aequatione differentiali dy ~ pofito x — a fiat Qz: o, 
examiuatur valor pro cafu qui fi fuerit vel fini- 

tus vel euanefcat, aequatio x~a eft integrale particulare; fin 
autem is fit infinitus , ea inter integralia locum non habet , 
etiamfi aequationi differentiali fatisfiat. Eadem regula quo- 
que locum habet, fi aequatio differentialis fuerit huiusmodi 
dy~ feu — L, ac pofito x~a fiat Q — o, quaccun- 
que fuerit P fundio ipfarum ar et y; quin etiam neceffe non 
eft, •vt Q fit fundio folius variabilis x, fed fimul alteram y 
vtcuuque implicare, poteft. 

Scholion 2. 

552. Demonftratio quidem inde eft petita, quod quan- 
titas Q, quae pofito x — a euanefcit, fadorem implicet po- 
teftatem quampiam ipfius a — at, quod in fundionibus alge- 
braicis eft manifeftum. Verum in fundionibus tranfcendcnti- 
bus eadem regula locum habet, cum poteftate talibus digni- 
tatibus aequiualeant. Veluti fi fit dy — » Y ^i Q — / x 

— — fitque Q — o pofito x — a , quaeratur 

quae formula cum non fiat infinita pofito x — a, integrale 
particulare erit x — a. Quod etiam valet pro aequatione. 
dy — , dummodo P non fiat — o pofito x — a. Sit 

enim 
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enim P — erit integrando y — C -+-/(/ x — l a) et /i 
— e y ~ c . Sumta iam conflante C — oo, fit / —■ - o , ideoque 
x a , quod ergo eft integrale particulare. Simili modo fi 

X x 

fit 9; = P9.v: (e~^ — e) , vbi Q — e « — e, ideoque pofito 

X 

fit Q — o; quia , hincque pofito x - a fit 

■L2.— * erit x =z a etiam integrale particulare. Sumatur 

4 x a 1 

x x 

P — fT yt integratio fuccedat, et quia y — C -f- a 1 (e • — e) y 

X_ y-C . JL 

hincque e» — e -h e « , ftatuatur Croo, erit e» — e, ideo- 
que * — «, quod ergo manifeflo eft integrale particulare. 

Exemplum i. 

553 . Propojita aequatione difierentiali d y — v ~-> in qua S 
euanefcat pofito x — «, definire cafus , quibus aequatio x ~ a ejl 
eius integrale particulare. 

Cum hic lit /S:=Q, erit ergo vt in- 

tegrale particulare fit x ~ a, necefle eft, vt pofito x — a fiat 
* 5 ys quantitas finita. Hinc eodem cafu quantitas 

fieri debet finita, vnde cum S euanefeat, etiam ac proinde 
» cuanefeere debet: Tum autem pofito x~a illius fratfio- 
nis valor eft * a s 3 , quem ergo finitum elfe oportet, 

vel — o. Quare vt aequatio x — a fit integrale particulare 
aequationis propofitne , hae conditiones requiruntur , primo vt 
pofito x~a fiat S = 0 . Secundum vt fiat ij ~ o, ac tertio 
vt huius formulae valor prodeat vel finitus , vel — o , 

o X 9 

dummodo ne fiat infinite magnus. Si S fit fumfiio rationalis, 
haec eo redeunt, vt S fa&orem habeat ( a — xf vel potefta- 
tem altiorem. 

X x ± Scho- 






Digitized by Google 



I 

3*3 



i 

CAPVT IV. 

Scholion. 

554. Haec rcfolutio vfum habet in motu corporis ad 
centrum virium attra&i dignofcendo , num in circulo fiat. Si 
enim diftantia corporis a centro ponatur — x , et vis centri- 
peta huic diftantiae conueuiens ~ X, pro tempore t talis re- 
pcritur aequatio ^* = E eft con- 

flans per praecedentem integrationem ingreffa, cuius valor quae- 
ritur, vt hinc aequationi fatisfaciat valor x — n, quo cafu cor- 
pus in circulo reuoluetur. Hic ergo eft S~Exx — c* — 
zaxx/Xdx, vel fumi poteft S — E — ~ — 2afXdx. 
Non folum ergo haec quantitas , fed etiam eius differentiale 
^ — 2 a X euanefcere debet pofito x — a, neque tamen 
differendo - differentiale — — ‘Jl — HlZ in infinitum abi- 
re debet. Inde ergo conflans a erit valor ipfius x , ex hac 
aequatione a X r: f 4 refultans, qui eft radius circuli, in quo 
corpus reuolui poterit , dummodo conflans E , a qua celeritas 
pendet, ita fuerit comparata, vt pofito x~a fiat E^r^-h 
nafXdx; nifi forte eodem cafu expreflio -f- LLii fcu fal- 
tem haec — fiat infinita. Hoc enim fi eueniret motus in cir- 

d X 

culo tolleretur; ad quod oftendendum ponamus X~b- h 
V(a — x), vt || = — i fiat infinitum pofito x = a, 

et aequatio ax 3 X — <? dabit aa 3 b — c*. Tum vero ob 

fXdx — bx — J (a — x)' erit 
E~afli + aaai~3 aui, 
noftraque aequatio fit 




/[3 aabxx — aa 3 b— 2a.bx 3 -+\a.x x(a — x )*•] 
cui valor x zzza certe non conuenit tanquam integrale. Fit 

enim 
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enim 

S — a(a — x) [— a ab — abx-+- *bxx-*-$xx'/(a— x)] 

. s 

puius faAor cum non fit (a — x) fed tantum (a — x)\ inte- 
grale particulare x — a locum habere nequit. 

Exemplum 2. 

P d x 

555. Propofita aequatione differentidi dy — , in 

y' S* 

qua S euanefeal poftto x — a, inuenire eafus quibus integrale par- 
ticulare efi x — a. 

Cum fiat S = o pofito x = a , concipere licet S = 

. n X m m 

(a — x) x R, eritque denominator S m =z (a — x) » R - »’, vn- 
de patet aequationem x — a fore integrale particulare aequa- 
tionis propofitae, fi fuerit numerus pofitiuus vnitate maior, 
feu faltem vnitati aequalis, hoc eft, fi fit vel X — A. vel X , 
quae diiudicatio fi S fit fu n Aio algebraica, facillime inftituitur. 
Sin autem fit tranfeendens, vt exponens X in numeris exhiberi 

n 

nequeat, vti licebit altera regula : fcilicet, cum fit / S 1 * = Q, 

. m — m 

M S — n () § 

erit — , cuius valor debet efle finitus vel nullu* 

ndx 

pofito x — a y fiquidem integrale fit x ~ a. Sit igitur quoque 

S m — n d S n 

necefie eft hoc cafu quantitas - — finita. Quaeratur er- 

go huius formulae valor cafu x ~ a , qui fi prodeat infinite 
magnus, aequatio x — <7, non erit integrale, fin autem fit vel 
finitus vel nullus, erit ea certe integrale particulare aequatio- 
nis propofitae. Hic duo conftituendi funt cafus , prout fuerir 
vel m > n vel m <£ n. 

X x 3 I* 
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I. Si quia pofito x := a fit S m * — o , nifi 

eodem cafu fiat i|~oo, certe erit x~a integrale. Sin au- 
tem fiat ii — oo, vtrumque euenire poteft, vt fit integrale ct 
vt non fit. Ad quod dignofcendum ponatur ii — T , vt no- 



llra formula euadat 




cuius tam numerator, 



quam deno- 



minator euanefcit pofito x zzz a , ex quo eius valor reduci- 
tur ad 



O — n) S m “"'* , as __ — ( m -n) dS n + l 

n T“-‘ d T n d x*lTdS 



qui fi fit vel finitus vel nullus , integrale erit x — a. Simili 
modo vlterius progredi licet diftinguendo cafus w ^ » + i et 
m <£» -f- i. 

v ds n 

II. Si w<?«, formula noftra erit , cuius 

S n - m dx n 

valor vt fiat finitus , necefle eft vt fit ii — o , ac praeterea , 
quia numerator ac denominator pofito x — a euanefcit , for- 
mulae noftrae valor erit 

«as »- 1 a as _ »as a — aas 

(»-ra)S' l - m '-‘asax 7t ~ Q n~m)S n ~ m - , dx n ’ 
quem finitum efle oportet. 

Facillime autem iudicium abfoluetur, ponendo fiatim 
x — a -+- iii , cum enim pofito x ~ a fiat S — o , hac fubfti- 
tutione quantitas S femper refolui poterit in huinsmodi for- 
mam 

Pof-f-Qc^-bRc^-f- etc. 

cuius tantum vnus terminus P u* infimam poteftatem ipfius 64 
comple&ens fpetfetur; ac fi fuerit vel <*■ — — vel «>£-, ae- 
quatio x — a certe erit integrale particulare. 

Scho- 
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Scholion. 



55<f. Haec vltima methodus eft tutiffima , ac fcmper 
etiam in formulis tranfcendentibus optimo fuccefiu adhiberi 
poteft. Scilicet propofira aequatione dj'”—?, in qua pofito 
x~a fiat Q— o, neque vero etiam numerator P euanefcat : 
ftatuatur jit = a + u, et quantitas oj fpe&etur vt infinite parua; 
vt omnes eius poteftates prae infima euanefcant, atque quanti- 
tas Q huiusmodi formam R u x accipiet , ex qua patebit nifi 
exponens X vnitate fuerit minor, aequationem x ~ a certe fore 
integrale particulare aequationis propofitae. Veluti fi habea- 



mus dy ~ 



dx 



V (I cof. I*) 



cuius denominator euanefcit fum- 



to x — a, ob cof. 7r — — i, ponamus x — a — w, erit 



cof. ** — cof. (tt — 2 Lie)— _ i 

a >■ a ' a a a 

ob ca infinite paruum, hinc noftrae aequationis denominator fiet 
— ZSL , vnde concludimus integrale particulare vtiquc efle 
jr~ a. Non autem foret integrale huius aequationis 



dy — 



Y 



d x 

(i -f- cof. — ) 

a 



Problema ju 

557. Propofita aequatione differentiati , in qua varia- 
biles funt a fe inuicem feparatae , iuueftigare eius integralia 
particularia. 

9 1 *• — 

Solutio. 

Sit propofita haec aequatio d ~ — ^ , in qua X fit 
functio ipfius x , et Y ipfius y tantum. Ac priflho ponatur 
X~o, indeque quaerantur valores ipfius jr , quorum quisque 

fit 
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fit j f = ita Tt pofito xzza, fiat Xzzo; tum examinetur 
\aior formulae || pofito x zz a, qui nifi fiat infinitus, aequa- 
tionis propofitae integrale particulare certe erit x zzz a. Vel 
ponatur x zz a -f- m , fpedando to vt quantitatem infinite par- 
vam, ac fi prodeat X z: P « x , exponens X, nifi fit vnitate mi- 
nor , indicabit integrale xzza; fin autem fit vnitate minor, 
aequatio x zzz a pro integrali non erit habenda. 

Simili modo examinetur alterius partis denominator Y, 
qui fi euanefeat pofito yzzzb, hocque cafu formula ii non fiat 
infinita, aequatio y zz b erit integrale particulare; quod ergo 
etiam euenit, fi pofito y zz b ^ w, prodeat Y zz Qw x , vbi ex- 
ponens X vnitate non fit minor. 

Corollarium i. 

558. Nifi ergo membra aequationis feparatae fuerint 
fraftiones, quarum denominatores certis cafibus euanefeant, hu- 
iusmodi integralia particularia non dantur; nifi forte in tali 
aequatione PdjfzzQd_y, fadores P et Q certis cafibus fiant 
infiniti, qui autem cafus ad praecedentem facile reducitur. 



Corollarium 2. 

559. Veluti fi habeatur d x tang. zz , primo 
quidem integrale particulare eft y zz b , tum vero quia pofito 
x zzz a fit tang. zz oo , prius membrum ita exhibeatur 

■ ^ , cuius denominator pofito x zzz a — u fit 

cot. v 

“ cot.(? — JJ) = «ang.JJz=g, 



vbi cum exponens ipfius w vnitate non fit minor , aequatio 
arzza erit quoque integrale particulare. 

Co- 
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Corollarium 5. 

• 5 60 . Hinc ergo interdum pro eadem aequatione duo 

pluraue integralia particularia aflignari pofTunt. Veluti pro hac 
aequatione integralia particularia funt a — x — o 

et b — y — o, quae etiam ex integrali completo ( a — x)* = 
C(b — y) n confequuntur, illud fumendo C-o, hoc vero fu- 
mendo C c oo. 

Corollarium 4. 

5<Jt. Simili modo huius aequationis 
quatuor dantur integralia particularia a- f-xro, a — x~o 9 
b -f -y - o , b — y - o. Integrale completum vero eft 
T l — i C -4- ? / , feu 

_ c (£-±-p B , vel 

O H-*x) m (b —y) n = C (a - x) w (b -4- j)% 
vnde illa fponte fluunt. r 

Corollarium 5. 

... „ „ . P 3x 

5<Sa. Hinc patet fi fuerit dy~- — — -j- 

r (a-+-x) a (b-hxf(c-i-x) y 

integralia particularia fore « + r:o, b-+- x zz o , f-f-arro, fi 
modo exponentes a , {3 , y etc. non fuerint vnitate minores. 
Quare fi Q fit funiftio rationalis ipfius x, propofita aequatione 
dy r Z±* 9 omnes fadores ipfius Q nihilo aequales pofiti, prae- 
bent integralia particularia. 

Scholion i ? 

5 <53. Hoc etiam pro fa&oribus imaginariis valet, 
etiamfi inde parum lucri nancifcamur. Si enim propofita fit 
aequatio dy ~ ~ a ~* x ■ ■ , ex denominatore a a -hx x oriuntur 

integralia particularia x~a |/ — i et x = — ay/— i , quae ex 

y y inte- 
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integrali completo, quod eft y r C -f- Ang. tang. minus fequi 
■videntur. Verum pofito x r a y — x notandum eft, efie Ang. 
tang. y — i -<x>y — i, vnde li conflanti C fimilis forma figno 
contrario affe<fta tribuatur , altera quantitas y manet indetermi- 
nata, etiamfi ponatur x ~ a / — i , quae pofitio propterea pro 
integrali particulari eft habenda. Eft enim in genere 
Ang. tang. u / - . ^ ‘ ^ , 

vnde pofito u --+- 1 vel « = — i , prodit oo y _ x , quod infi- 
nitum in caufa eft, vt integralia ailignata locum habeant. Quo- 
circa in genere affirmare licet, fi fuerit dy — 1^-?, denomina-* 
torque Q fadtorem habeat ( a - 1 - x)\ cuius exponens X vnitate 
non fit minor, femper aequationem a- 1- v r o fore integrale 
particulare. Sin autem X fit vnitate minor etfi pofitiuus, non 
erit a -4- x - o integrale particulare , etiamfi pofito x - — a ae- 
quationi differendali fatisfaciat. 

Scholion 2. 

564. Infigne hoc eft paradoxon a nemine adhuc, 
quantum mihi quidem conflat , obferuatum , quod aequationi 
differentiati eiusmodi valor fatisfacere queat , qui tamen eius 
non fit integrale; atque adeo vix patet, quomodo haec cum 
folita integraiium idea conciliari poflint. Quoties enim pro- 
pofita aequatione differentiali eiusmodi relationem variabilium 
exhibere licet , quae ibi fubftituta fatisfaciat , feu aequationem 
identicam producat , vix cuiquam in mentem venit dubitare , 
an illa relatio pro integrali faltem particulari fit habenda, cum 
tamen hinc procliue fit in errorem delabi. Veluti etiamfi huic 
aequationi dy y {a a — x x — y y ) r jr d x -t-y dy fatisfaciat haec 
aequatio finita x x -+~yy r a a, tamen enormem errorem com- 
mitteremus , fi eam pro integrali particulari habere vellemus , 
propterea quod ea in integrali completo^nC — y{aa — xx— yy) 

neuti- 
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neutiquam continetur. Quamobrem etfi omne integrale ae- 
quationi differentiali fatisfacere debet, tamen non viciffim con- 
cludere licet, omnem aequationem finitam, quae fatisfaciat, 
eius effe integrale; verum praeterea requiritur, vt ea certa 
quadam proprietate fit praedita, cuiusmodi hic expofuimus , 
et qua demum efficitur, vtin integrali completo contineatur. 
Hoc autem minime aduerfatur verae integralium notioni, quam 
hic ftabiliuimus, neque huiusmodi dubium vnquam in inte- 
gralia per certas regulas inuenta cadere poteft; fed tantum in 
eiusmodi integralibus, quae diuinando quali fumus affecuti , 
locum habet. Saepe numero autem, quando integratio non ~ 
fuccedit, diuinationi plurimum tribui folet, tum igitur maxi- 
me cauendum eft, ne relationem quampiam fatisfacientem te- 
mere pro integrali particulari proferamus. Quod cum iam in 
aequationibus feparatis limus affecuti , quomodo in omnibus 
aequationibus differentialibus huiusmodi errores vitari oporteat, 
fedulo inueftigemus. 

Problema 72. 

5 < 5 $. Si quaepiam relatio inter binas variabiles fatis- 
faciat aequationi differentiali, definire vtrum ea fit integrale 
particulare nec ne ? 

Solutio. 

Sit P 9 jt =3 Q dy aequatio differentialis propofira , vbi 
P et Q fint fun&iones quaecunque ipfarum x et y, cui fatis- 
faciat relatio quaepiam inter xet y, ex qua fiat y~X, fun- 
tfioni fcilicet cuidam ipfius x , ita vt fi loco y vbique feriba- 
tur X, reuera prodeat Pdjr~Qdy feu ~ Quaeritur 
ergo vtrum hic valor y~X pro integrali aequationis propo- 
fitae haberi poffit nec ne ? Ad hoc diiudicandum ponatur 
,/ = X-|-w, fietque vbi notetur fi effet oj — o, 

Y y 2 fore 



Digitized by Google 




35 * 



CAPVT IV. 



fore ~~ — Quare ob &> expreflio ^ hac fubftitutione re- 
ducetur ad vna cum quantitate ita per u affeda, vt eua- 
ncfcat pofito w ~ o. In hoc negotio fufficit w vt particulam 
infinite paruam (pedalfe, cuius ergo poteftates altiores prae 
infima negligere liceat. Ponamus igitur hinc fieri zz: 

+ S« X , habebiturque ~ — S co x feu — — S d x. . Ex fupe- 

* UT 

rioribus iam perfpicuum eft, tum demum fore y zr:X integrale 
particulare, feu u — o, cum exponens X fuerit vnitati aequalis 
vel maior: fimilis enim hic eft ratio ac fupra, qua requiri- 
tur, vt integrale fSdx~ fiat infinitum cafu propoli- 

J (j) A 

to, quo wr=o, hoc autem non euenit, nili X fit vnitati ae- 
qualis, vel i. Quodfi ergo aequationi ?dx~Qdy feu 
^ fatisfaciat valor^y — X, ftatuatur y — X-f-co, fpeda- 
ta particula u infinite parua, et inueftigetur hinc forma 2- — 
j|-hStu x , ex qua nifi fit X <$ i concludetur, illum valorem 
y — X elTe integrale particulare aequationis propblitae. 

Scholion. 

565. Cum o) tradetur vt quantitas infinite parua, va- 
lor ipfius pofito y — X w per differentiationem commo- 
diflime inueniri pofle videtur. Cura enim ^ lit fundio ipfa- 
rum x et y, ftatuamus 

et quia pofito y — X, fradio L abit in per hypothefin, fi 
loco y fcribatur X-f-w ? ea in i x + Nu tranfibit, vnde ob 

o X 

exponentem ipfius u vnitatem fequeretur, aequationem ^ — X 
femper efle integrale particulare, quod tamen fecus euenire 

poteft. 
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poteft. Ex quo patet differentiationem loco fubftitutionis ad- 
hiberi non poffe; quod quo clarius offendatur, ponamus effe 
p — Y (j — X) -+- i?, vnde pofico y — X 4- u manifefto 
oritur - — — -h V w * At differentiatione vtentes ponendo 

^ d X 

d.L — M 3 r + N dy, 

fiet N = „ y *_ X) i hincque L = || -4- N w , quae exprefiio ab 
illa difcrepat. Illa fcilicet aequationem y — X ex integralium 
numero remouet, haec vero admittere videtur. Verum et 
hic notandum eft quantitatem N ipfam poteftatem ipfius oj ne- 
gatiue inuoluere; vnde poteftas u deprimatur. Quare ne hanc 
rationem fpe&are opus fit, femper praeftat vera fubftitutione 
vti, differentiatione fepofita. Hoc obferuato haud difficile erit 
omnes valores, qui aequationi cuipiam differentiali fatisfaciunt, 
diiudicare, vtrum fint vera integraha nec ne ? 

Exemplum i. 

56*7. Cum huic aequationi 

dx(i —y m / — dy(i—x m y, 
manifejlo fatisfaciat y = x , vtrum Jit eius integrale particulare 
nec ne? definire. 

Ponatur y — x w , et fpedlato w vt quantitate mini- 
ma, eft y m — x n -+• m x m -~ l a, et 

(1 — j m _) n — (1 — x m — m x m ~ 1 oj ) n 

— (1 — x m ) n — »8X*“* w (1 — x m ) n ~ ' , 

vnde aequatio abit in 

dx (1 — x ) 

d m m n x m ~ t (>i 

Yy 3 feu 
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da 

u — = 



m n x m ~' d x 



vbi cum u habeat dimenfionem 



Ci) i — x m 

integram, aequatio y ~ x certe eft integrale particulare ae- 
quationis differenrialis propofitae. 



Exemplum 2. 

568. Cum huic aequationi 

ady — a d x — d x (yy — x x), 
fatisfaciat valor y — x , inuefigare , urum is fit eius xnegrale 
particulare ncc ne ? 



Ponatur y ~ x -+-W, et fumta o> quantitate infinite par- 
va, cum fit Y (y y — x x) — Y a w» erit nx u 

feu — d x Y 2 Quoniam igitur hic d tu diuiditur per 
poteilatem ipfius w, cuius exponens eft vnitate minor, fequi- 
tur valorem y — x non efle integrale particulare aequationis 
propofitae, etiatnfi ei fatisfaciat. Scilicet fi eius integrale com- 
pletum exhibere liceret, pateret, quomodocunque conftans ar- 
bitraria per integrationem ingreffa definiretur, in ea aequatio- 
nem y — x non contentum iri. 

Scholion. 

569. Hinc noua ratio intelligitur, Cur diiudicatio in- 
tegralis ab exponente ipfius w pendeat. Cum enim in exem- 
plo propofito fa<fto y ~ x -f- u prodeat — d x Y 2 x , erit 
integrando i a Y C -+-\ x Y 2 *• Verum per hypothefin 
(a eft quantitas infinite parua, hinc autem vtcunque definiatur 
conftans C, quantitas w obtinet valorem finitum, qui adeo 
quantumuis magnus euadere poteft, quod cum hypothefi ad- 
verfetur, neceffario fequifur aequationem y — x integrale efle 
non pofle; hocque femper euenire debere, quoties dw prodit ' 

diuifum 
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diuifum per poteftatem ipfius <o, cuius exponens vnitate eft 
minor. Contra vero patet, fi fada fubftitutionc expofita pro- 
deat 1“ — R d x, vt pofito /Rdx — lS fiat /w — / C + /S, 
feu u = CS, fumta conftante C euanefcente vtique ipfam 
quantitatem u euanefcere; quod idem euenit fi prodeat 

exiftente X > i. Erit enim 1 — . — ~C — S 

(X — i) (u x— * 

feu (X — x) (d x ' _i ~ t — Ji— , vnde fumto C — oo, quantitas w 
reuera fit euanefcens, vt hypothefis exigit. 

Caeterum aequatio huius exempli, pofito x ~p p — qq 
ct y ~ :p p -+■ q q y ab irrationalitate liberatur, fitque 4 a q d q 
— 4 P 9 (P d p — ?<)?), fine adq— ppdp — pqdq y quae 
nullo modo tradari pofle videtur; neque ergo eius integrate 
completum exhiberi poteft. Cui aequationi cum non amplius 
fatisfacit x ~y feu q — o , hinc quoque concludendum eft, 
valorem y — x non effe integrale particulare. 

Exemplum 3. 

570. Cum huie aequationi 

a ady — a ad x — dx (yy — jr jt), 
fatis faciat valor y~x, inuejligare , vtrum is Jit eius integrale 
particulare nec ne ? 

Ponatur y ~ x -4- w fpedata w vt quantitate infinite 
parua, et ob yy — x x — 2 x u aequatio noftra hanc induet 
formam a a d m ~ 2 x to d x y feu -J - — 2 x d x. Quia igitur 
hic dw diuiditur per poteftatem primam ipfius w, aequatio 
y ~x vtique erit integrale particulare aequationis propofitae , 
atque adeo etiam in integrali completo continetur. Hoc enim 
inuenitur ponendo yz^.x — — quo fit 

a*du 
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= 3* C— 

l> ii u 



KU 

XX 



-), fea 3 u 



tux dx 



a a 



= 3 x. 



Multiplicetur per e a a , et integrale prodit 

XX xx 

e aa u — C fe aa d x 9 hineque 

XX X X 

y — x — a a e aa : (C •+•/ e a a 3 *■). 

Quodfi ergo conflans C capiatur infinita, fity—x. 



Scholion. 

571. Si in hac aequatione vt Cupra ponatur x~pp 
— 9 9 & y — PP~*~ 9 oritur aadq— ppq(pdp — 9 3 ?) , 
cui fatisfacit q— 10, vnde cafus y ~ x nafeitur. At fadla hac 
transformatione difficulter patet, quomodo eius integrale in- 
ueniri oporteat. Si quidem fuperiorem redu&ionem perpen- 
damus, intelligemus hanc aequationem integrabilem reddi fi 
multiplicetur per f (pp — : y 3 , quod cum per Ce haud fa- 
cile pateat, confultum erit hac fubftitutione vti pp — qq ~rr, 
qua fit p p — q q ~\-r r ct pdp — q 3 q — r 3 r , vnde aequa- 
tio abit in aadq~qrdr(qq-brr) i feu r r 3 r ■+■ , 

quae pofito ^— s facile integratur. Quoties ergo licet eius- 
modi relationem inter variabiles colligere, quae aequationi 
differentiali fatisfaciat, hoc modo iudicari poterit, vtrum ea 
relatio pro integrali particulari fit habenda nec ne ? Pro in- 
ventione autem huiusmodi integralium particularium regulae 
vix tradi poflunt; quae enim habentur regulae, aeque ad inte- 
gralia corrpleta inuenienda patent. Ita quae fupra circa ae- 
quationes feparatas obferuauimus , ob id ipfum quod funt fe- 
paratae, via fimul ad integrale completum eft patefafta. Si- 
mili modo fi altera methodus per fadores fuccedat, plerumque 
ex ipfis fadoribus, quibus aequatio integrabilis redditur, inte- 

gralia 
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gralia particularia concludi poflunt; quaemadmodum in fequen- 
tibus propofitionibus declarabimus. 

Theorema. 

572 . Si aequatio differentialis P 3 *■ -f- Q d y rir o per 
funClionem M multiplicata reddatur integrabilis, integrale par- 
ticulare erit M — o, nifi eodem cafu P vel Q abeat in infi- 
nitum. 

Demonflratio. 

Ponamus u efle faCtorem ipfius M, et oftendendum eft 
aequationem u — o efle integrale particulare aequationis pro- 
pofitae. Cum u aequetur certae funCtioni ipfarum x ct j, ' 
definiatur inde altera variabilis j', vt aequatio prodeat inter 
binas variabiles x et u , quae fit R5jr-+-Sd«mo, vnde po- 
fito multiplicatore M — N«, integrabilis erit haec forma 

NRB3r + NS«9«zro. 

Quodfi iam neque R neque S per u diuidatur, quo cafu po- 
fito u — o neque P neque Q abit in infinitum , integrale vti- 
que per u erit diuifibile. Nam fiue id colligatur ex termino 
. N R u d x fpeftata u vt conflante, fiue ex termino NS udu 
fpeftata x conflante , integrale prodit faCtorem u implicans , fi 
quidem in integratione conflans omittatur. Vnde concludimus 
integtale completum huiusmodi formam efle habiturum V~uC. 
Quare fi haec conflans C nihilo aequalis capiatur , integrale 
particulare erit u~ o, iis fcilicet cafibus exceptis, quibus 
fun&iones R et S iam ipfae per u eflent diuifae, ideoque ra- 
tiocinium noftrum vim fuam amitteret. His ergo cafibus ex- 
clufis, quoties aequatio P d x -f- Q dy =0 per fumflionem M 
multiplicata fit per fe integrabilis, eaque funCtio M fatflorem 
habeat k, integrale particulare erit u~ o, quod fimiliter de 
fingulis factoribus fuu&ionis M valet. 

Z z Scho- 
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Scholion. 

573 . Limitatio adie&a abfolute eft neceflaria, cum ca 
neglefta vniuerfum ratiocinium claudicet. Quod quo facilius 
intelligatur, confideremus hanc aequationem 

— dy — 3 x — o , 

quae per y — x multiplicata manifefto fit integrabilis : pona- 
mus ergo hunc multiplicatorem y — x — u, feu y ~ x -f- «, 
' vnde noftra aequatio erit + o, quae per u multi- 

plicata, abit in adx-\-udu~o: vbi cum pars a 3 jt non 
per u fit multiplicata, neutiquam concludere licet integralc per 
u fore diuifibile, quippe quod eft ax-\-\uu. Hinc patet, 
fi modo pars 3 x per u effet multiplicata , etiamfi altera pars 
3 u fatfore u careret, tamen integrale per u diuifibile fore, 
veluti euenit in ud x ■+- x d u, cuius integrale x u vtique fa- 
tforem habet u. Ex quo intelligitur, fi formula Pa3ar-+-Q3a 
fuerit per fe integrabilis, dummodo Q non diuidatur per u 
vel per poteftatem eius prima altiorem , etiam integrale, omis- 
fa fcilicet conflante fore per u diuifibile. 

Theorema. 

574 . Si aequatio differentialis P3je-f-Q3y— o per 
fun&ionem M diuifa euadat per fe integrabilis, integrale par- 
ticulare erit M — o, nifi pofito M — o vel P vel Q eua- 
nefcat. 

Demonftratio. 

Habeat diuifor M fa<ftorem «, vt fit M zz: N u , et 
oftendi oportet, integrale particulare futurum aro, id quod 
de fingulis fadioribus diuiforisM, fi quidem plures habeat, eft 
tenendum. Cum igitur u fit fun&io ipfarum x et y, definia- 
tur inde altera y per x et u y vt prodeat huiusmodi aequatio 

R3jt 
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R 3 *-+-S 5 «:=o, quae ergo perNw diuifa per fe erit integrabilis. 
Quaeri igitur oportet integrale formulae vbi a fTu mi- 

mus neque R neque S per u multiplicari, neque hoc modo fadlo- 
rem u ex denominatore tolli. Quod fi iam hoc integrale ex 
folo membro colligatur, fpedlando u vt conflantem, pro* 
dic id lf*~ ■+■ 0 : fin autem ex altero membro ^ fumta 

x conflante colligatur, quia S non fidiorem habet a, id fcm- 
per ita erit comparatum, vt pofito a — o, fiat infinitum. Ex 
quo integrale, quod fit V, ita erit comparatum, vt fiat r: oo 
pofito a — o; quare cum integrale completum futurum fit 
V r C , huic aequationi, fumta conflante C infintia, fatisfit po- 
nendo a =o. Concludimus itaque, fi diuifor M — Na red- 
dat aequationem differentialem Pd.r-{-Q 3 j — o per fe in- 
tegrabilem, ex quolibet diuiforis M fadlore a obtineri inte- 
grale particulare a — o, nlfi forte pofito a~o, quantitates 
P et Q, vel R et S euanefcant. 

Corollarium i. 

575. Si aequatio PDx-f-Q^^o fuerit liomoge- 
nca, ea vt fupra vidimus integrabilis redditur, fi diuidatur 
per P* + Qj, quare integrale eius particulare erit P x -+- 
Qj' ~ o. Quae aequatio cum etiam fit homogenea, fadlores 
habebit formae a x -+• |3 y, quorum quisque nihilo aequatus 
dabit integrale particulare. 

Corollarium 2. 

576. Pro hac aequatione 

ydx(c-\-nx) — hy{y~> r a~A r bx-]rnxx)z=zo 
diuiforem, quo integrabilis redditur, fupra §. 488. exhibui- 
mus , vnde integrale particulare concluditur y =■ o, tum 

vero 

Zz a nyy 



Digitized by Google 




3*4- 



CAPVT IV. 



nyy -4- (2 na — b c) y -f- n (b — 2 e) x y 

-+-(na-*-c c — bc)(a-t-bx-*-nxx) — o, 
cuius radices funt 

ny — \bc — na-*-n(c — \ b) x ±(c + n x) ^ (\b b — na). 

Corollarium 3. 

577. Pro hac aequatione differentiali 

. ( x y) d V Z=Z O 

yn-t-xx) ' ^ J 

diuiforem, quo integrabiiis redditur, fupra §. 489. dedimus, 
vnde integrale particulare concludimus 

x — y -h n / (1 -+- x x) (1 yy) — o, feu 



y y — 2xy-i-xx — nn-+-nnxx-bnnyy-t-nnx xyy 



ex quo porro fit y = 



) V|I IUI ) 

■+■ * X ) 



5 



Corollarium 4. 

578. Pro hac aequatione differentiali 
dy-t-yydx — ~ = o 

multiplicatorem fupra §. 491. inuenimus ^ vn< ^ c 

integrale particulare concludimus x x (1 —x y )* — a — o, hinc» 
que x (1 — x y) — ± )/ a, feu y ~ i ha vt bina habea- 

mus integralia particularia, quae autem imaginaria euadunt, fi 
a fuerit quantitas negatiua. 

- Scholion. 

579. Hacc fere funt omnia, quae circa traflationem ae- 
qua f ionum differentialium adhuc funt explorata, nonnulla tamen 
fubfidia euolutio aequationum diffeientialium fecundi gradus 
infra fuppeditabit. Huc autem commode referri poffunt, quae 
circa comparationem certarum formularum tranfeendentium 
haud ita pridem funt inueftigata. Quemadmodum enim loga» 

rithmi 
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rithmi et arcus circulares, etfi funt quantitates tranfcendentes, 
inter fe comparari atque adeo aeque ac quantitates algebrai- 
cae in calculo tra&ari poffunt, ita fimilem comparationem in- 
ter certas quantitates -wanfcendentes altioris generis inftituere 
licet, quae fciiicet continentur in formula hac 

C- * X L 

J V" ( A J1 jc -t- c JC* i/x‘ - 1 - Ei'i ’ 

vbi etiam numerator rationalis veluli .**-+- etc. 

addi poteft. Quod argumentum cum fit maxime arduum, at- 
que adeo vires Analyfeos fuperare videatur, nifi certa ratione 
expediatur, in Analyfin inde haud fpernenda incrementa re- 
dundant; imprimis autem refolutio aequationum differentialium 
non mediocriter perfici videtur. • Cum enim propofita fuerit 
huiusmodi aequatio 

^ X d p ^__l_ 

V I A -t— JJ X -t- C x 1 -+- D ** -+- E r») /IA -t- B y -t- C/ k. j*)* 

ftatim quidem patet eius integrale particulare jrmj, verum 
integrale completum maxime tranfeendens fore videtur, cum 
vtraque formula per fe neque ad logarithmos, neque ad ar- 
cus circulares reduci queat. Quare eo magis erit mirandum , 
quod integrale completum per aequationem adeo algebraicam 
inter x et y exhiberi poflit. Quo autem methodus ad haec 
fublimia ducens clarius perfpiciatur, eam primo ad quantitates 
tranfcendentes notas, hac formula f -r— — contentas 
applicemus, deinceps eius vfum in formulis illis magis com* 
plexis oftenfuri. 




Z* 3 
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DE ' 

COMPARATIONE QVANTITATVM TRANSCEN- 
DENTIVM IN FORMA 

CONTENTARVM. 

Problema 7;. 

5 80. 

P ropolita inter x et y hac aequatione algebraica 
a -f- 2 (3 (x -h-y) -H y (x x -hyy) -f- 2 5 xy = o 
inuenire formulas integrales formae praefcriptae , quae inter fe 
comparari queant. 

Solutio. 

DifFerentietur aequatio propofita, et ex eius difFerentiali 
2 ($dx-+~ 2 (idy-t- 2 yxdx~ f -2 yy dy 4- 2 5 x dy t 

-i- 2 Zy d x — o 

colligetur haec aequatio 

d x (0 -f- y x -f- Jj') -h d V ((3 •+• yy -f~ 5 x) = o. 
Statuatur (3 y x y ~p et = atque ex 

priori erit 

pp = (3p-h2(3yx-t-2(3$y-hyyxx-f-2y$xy-*-S5 yy 9 
a qua fubtrahatur aequatio propofita per y multiplicata 

oray + afiyx-h 2 y(ly + yyxx-*yyyy-*- 2 y<i xy 9 
fietque 

p p r (3 £ — «y*f 2(3(5*** y)y -f* (5 5 — - y y)yy» 

Simi* 
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Similique modo reperietur 

q q-[ 3 (3 — a y 4- 2 p (5 — y) *-+-(? 5 — y y) x x , 
vnde erit pdx-\-qdy~ o. Cum iam fit p fun&io ipfius y , 
et q fimilis funttio ipfius x , ponatur 

(3f3 — a y r A , {3 (5 — y) r B, et 55 — yy = C; 
vnde colligitur 

5 — Y-J ct 5-f-y = 

hincque 

X-BB-+-P0C — PPC — BB. 

d TbF" y »»?- * 

prima vero dat 

- PP — a * b p ( 3 13 — A ) 

y — ppc-BB * 

Quibus valoribus pro a, y, 5 affumtis, aequatio ~ o 

abit in hanc 



9* 



3y 



■ — o 



+ <-Ui| yiA-t-»B>-t-C^>) 

cui ergo aequationi differentiali fatisfacit aequatio 

— A) _x_ 2 fi (x -4-^) -4- Pj 3 [~ a B - (x x 4 -yy) 



ppC~B jj 



aBp 

B B4-00C 



Bj? 

quae cum contineat conflantem nouam (3 , 
completum aequationis differentialis inuentae, 



xy — o, 
erit adeo integrale 



Neque vero opus eft, vt formulae illae ipfis litteris A, 
B, C aequentur, fed fufficit vt ipfis fint proportionales, vnde 
fit 



p-«y- a rt f±y - c 
iS — yi " » p b 



Ergo 



5r^ 

B 



'V et a= Y y 
- PP AC -L. a£A 

V»» B 



^-(5 — y), feu 



Quare 
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Quare aequationis differentialis 

** -4 LZ_ — o 

V'(A-+-»Bx-+-CJCX) VtA-f-tJJjr-A-C^^) 

Integrale completum eft 

(3(3 (CB — AC) -+- 2(3 y AB -t- 2(3 yB B (jt -4-y) -+- y y B B (x x -*-yf) 

+ 2yB((3C-yB) x y — o , 

vbi ratio £ conflantem arbitrariam exhibet. 
y 

Corollarium i. 

58i. Ex aequatione propofita radicem extrahendo fit 

— 0 — 5'x-+-V(30-*-»0Sx-+-S'fxx — « Y — *PYx — YY ■* *) 

J y 9 

feu loco a et 5 fubftitutis valoribus , 

3 = — - ( - p c ~ -^ ) x + V ( ! yl )(A+»BxH-C rx). 

Corollarium 2. 



582 . Si ergo x — o, fit 



1/ 3 ? a c — «3 y a 1 
r Y y b B ’ 



ponatur hic valor — a , vt fit 

y Ba + fBBrr/CPP AC — 2 (3 y A B) , 

vnde fumtis quadratis oritur 

yyBBaa -h 2 fiyBB a PfiBB zn (3 (3 AC — 2 £y AB, 
hinc que 



Y — — A — Ba + VAU+iBfl-l-Ct» ) 
"i? B a o 



feu 



P_ BM 4 -Ba + yA(A-HBj+Cinl 

Y AC — BB 

t 

Scholion x. 

2 83 - Vt aequatio aflumta 
«+ 2 p(x ~\ry) ~h y (x X-3-jf) ■+■ * 5 xy — o 

fatis- 
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fatisfaciat aequationi differentiali 



necefle efl vt fit 

(3/3 — «y-»A, (3(5 — y) — vt B et 55 — yy — m C, 
vnde fit 

(3 -4- y y H- 5 x — ■/ w (A -f- a B x -4- C .v x) et 
(3 -f- y .y -4- 5 j / w(A+ iB; + Cy y) . 

At ex datis A, B, C, litterarum a, (3, y» ^ ct w tres 
tantum definiuntur; quare cum binae maneant indeterminatae, 
aequatio affumta, etiamfi per quemuis coefficicntium diuidatur, 
vnam tamen conflantem continet nonam, ex 3 quo ea pro in- 
tegrali completo erit habenda. Quare ctfi aequationis diflfc- 
rentialis neutra pars integrationem algebraicc admittit, tamen 
integrale completum algebraice exhiberi poteft. Loco conflan- 
tis arbitrariae is valor ipfius y introduci poteft, quem recipit 
pofiro „v — o: cum autem euenire pofiit, vt hic valor fiat 
imaginarius, conueniet iftam conflantem ita definiri, vt pofiro 
x ~a fiat y — b, quo pa<fto ad omnes cafus applicatio fieri 
poterit. Hinc erit 

P-t- y b -f-ff a */ A -+ tBo-fCoa 

P -f- y a -t- b b * A -f - b (J b b ^ 

vnde colligitur 

O (7a-»ySiy(A-4 j «Ba + Caa) — ( y 6-4-? a)VH+i B b + C b b ) 

• — )/lA+tB« + Co«l + y(A + »B!i+C Jk) 

,/ f \ R „ f /r IS —y)[b — fl)/lA-MB«+C«o) 

y m (A 2 13 a i a a) — - A + a a t — g i F )— f nr + aa + c«« ) 



,/ w — (» — »(& — «) 

' V ( A 4- » H t -+- 1 6 6 ) — /(A + >B « + C(U)’ 

Ponatur breuitatis gratia 

/(A-f-2Ba-+-Cflfl)i=2f et |/(A-+-aB£-t-C££):z:23, 

vt fit 

A a a x Y m 
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v m — se — a 



SI ( 



p = 



•» ct 

<r ^ 6 1 — SSOft-t-fa) 






et aequatio {3 (5 — y) — w B induet hanc formam 

a(y«n-5*)-»(y*-»-5<Oi= *«*-*'*— i- 

vnde fit 



ss — a 



-t-y2i33— y A— yB («-+-3)-yC (aa—ab-hbb)') _ 
-+-5 5123 — 5 A— 5 B (a-*-b) — 3 C<r£ } 

Statuatur ergo 

y = »?i^ — «A — B (a b) — n C a b 

5~ n vT> (a-i-b) ■+- n C (a a — ab bb) — «2(23 
/ w — ~t}(b~ a) (S _ aj 



o. 



(3 = « B (b - a/, er^o 5 — y = —" - 7 70 

Tnde cum fit 5 -+- y ~ n C (£— ar)% erit vtique 55 — yy raC. 
Superelt vt fiat ay~j3(3 — jhA, hoc eft 

a y — ti n B B (b — a/ — n n A {b — a'f ( 56 — 21/ feti 
a y ~nn {b — a / [B B — a/ — A ; 5& — 21/ J . 

Vel cum pofito v — n fiat ^ — £ , erit quoque 

a — — 2 p (a -f- b) — y (a a -f- b b) — 2 5 a b r 

hincque 

a = » fa — b/ [■ \ — B (a + b) — C a b — 21 S} f 
fnde aequatio noftra siTumta e(l 

{b— a/ [\-B(a+b)—Cab-*l'$]+ 2 B(b-af(x-+- r) 
— [ A -h B (a -h b) -f- C ab — 21 ;&] (ar x -+- yy) 

*+■ 2 [A-+-B(<y- 4 - b)- f- CCaa — ab-*-bb) — 2135] xj ~ o. 



J 84 ' 



Scholion 2. 

Si ponatur p — o , vt aequatio iit 
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a -4- y (x x -f -yy) -h 2 5 x y — o, erit 

4, — d" jc — f— V f — * 7 -+-(ff ff — 7 71 * x) 

y y 

Polito ergo — ay — m A et 5 5 — y y~ m C, vt fit 
yy «/ (A -f- C .v ar) , erit 

H = o, 

cuius aequationis integrale coinpletum erit ipfa aequatio afiiim- 
ta, pro qua habebitur ~ iLLr: s I , leu 5 zr: }/ (y y — c Ll£ ). 
Sin autem polito x—o fieri debeat y~b , ob yb~ j/m A, 
erit y — , tum a — — b Y m A et <5 zz: / (^.-f hC). 

Habebitur ergo haec aequatio 

y _vmA : <•»>< — / m (A -f- C jr x), 

quae praebet 

^ — — x Y A A r * h -hbY 

quae efl integrale completum aequationis illius differentiatis. 
Quare fi x capiatur negatiue , huius aequationis differentiatis 

ix .» y 

y l * »- e x xj y 1 a -1- e j ’ 

integrale completum elt 

y — xY -f -bY 

Quodfi fimili modo calculus in genere tradetur, aequationis 
differentialis 

j3C -f- 12 — o , 

/(At ajx-t-t xx| y(A-i--JJjr-t-tj'^) 7 

fi breuitatis gratia ponatur / (A-f-2B£-|-C££)zz:33, erit 
integrale completum 

= yzz-n -h b Y (A -f- e B x -f- C .r x) ; 
vnde cafus praecedens manifello fequitur, fi ponatur B =z o. 

A a a 2 Verum 
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Verum ope leuis fubftitutionis hae formulae, vbi adeft B, ad 
illum cafum vbi B ~ o reduci poffunt. 

Problema 74,. 

585. Si TI : z fignificet eam functionem ipfius z, quae 
oritur ex integratione formulae ,y, integrali hoc ita 

fumto, vt euanefcat pofito z — o, comparationem inter hu- 
iusmodi fun&iones inftituere. 



Solutio. 

Confideretur haec aequatio differentiatis 



a x 



— * y 



V t A - 4 - C x x ) /(A C y y) 

vnde cum fit per hypothefin 

— IT : x et f- 



f- 



dx 



sy 



= n.-j', 



/(A+Cxxl ' J Vi A -t- C _> jr) 

vtroque integrali ita fumto , vt euanefcat illud pofito x 
hoc vero pofito y z=. o , integrale completum erit 
II : j' — II : jr -+■ C. 



Ante autem vidimus, hoc integrale effe 

y — xY A -^c b b -+- b Y A , 
vbi pofito x = o fit y — b ; quare cum ITrorro, erit 
TI :y = II : x -f- II : b-, 

cui ergo aequationi tranfcendentali fatisfacit haec algebraica 
y — X Y — / h - -h-b Y A + Cxx . 

Simili modo fumto b negatiuc, haec aequatio 
II II : or — II : b 
conuenit cum hac 

y — x Y — b Y 

ficque tam fumma, quam differentia duarum huiusmodi fun- 
ctionum 
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dionum per fimilem fundionem exprimi poteft. Hic iam nul- 
lo habito difcrimine inrer quantitates variabiles et conftantes, 
dum II : s fundioncm determinatam ipfius z lignificat, fcilicet 



quae vt aflumfimus euanefcat polito zz=zo f vt hoc lignandi 
modo recepto fit 

II : r =1 II : p II : 7, 
debet efle 

r—pY « -4- q Y 
vt vero fit 

II : r :n: II — II : 
debet efie 

r - — p Y A ^ A c q q — q Y A — A C -- 1 

vjrinque autem fublata irrationalitate prodit inter p, ?, r haee 
aequatio 

P» + + — 2pp q q — zp prr — 2qqr r — 4 ° , 

cuius forma hanc fuppeditat proprietatem, vt fi p, q, r fint 
latera cuiusdam trianguli, eique circumfcribatur circulus, cu- 
ius diameter vocetur — T, femper fit A-4-CTT — o. Illa 
autem aequatio ob plures quas compleditur radices, fadsfacit 
huic relationi 

n:p±n:?i:n:r — o. 

Corollarium 1. 

5g 6 . Hinc ftatim deducitur nota arcuum circularium 
comparatio, ponendo An 1 et C — — i» Tum enim fit 

n:z=/^rr,= AD s- Cn -*> 

hineque vt fit 

A a a 3 Ang. 



r 
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An g. fin. r — Ang. fin. p -f- Ang. fin. q , 
oportet e (Te 

r—pY^ — ??) + ?/(! —pp)y 

et vt fit 

Ang. fin. r ~ Ang. fin. p — Ang. fin. q , 
debet efle 

r —P Y (i — 99) — ?/(i— />/>)> 

Tti confiat. 

Corollarium 2 . 

587. Si fit A — 1 et C = 1, erit 

n : 2 — 1 [* Y C 1 -+• **)], 

vnde vt fit 

/ [r+ Y(i -*-rr)] = / [p+ Y(*+PP)] ■+■ / [? -+- Y + qq)} , 

erit 

vt autem fit 

/ [r-+- /(1 +rr)] = /[p-b ]/(i +/>/>)] - / [q+ /(i 

erit 

r -PY( l -hqq) — q/(i -f-pp), 
vti ex indole logarithmorum fponte liquet. 

Corollarium 5. 

588. Si ponamus in priori formula generali q~p . 

vt fit 

II : r — 2 IT : p , erit 
r — z p •/ U: c f>p . 

Hinc porro fi fiat 

q~ 2 pY^±Sll i erit 

n: r 
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Ilrrrzn : p -+- 2 II : p ~ 3 II : p, 

fumto 

r = pyL±£jJL-i- q -/i±p±. 

Eft vero 

vnde vt fit 

IT : r — 3 TI : p fit 

r = p( 1 -H -* f ) -+- 2 p (1 4 - r ~P) = 3 p-h 4 -^’ 

Scholion. 

589. Q110 haec multiplicatio facilius continuari queat, 

praeter relationem aequationi 
II : r — II : p -1- II : f 
refpondentem, quae eft 

r — p V + q |/ -LL£±£, 

notetur aequatio 

IT:p~IT:r — II : f , 
cui refpondet relatio 

p~rY L ±S-l± — gY K *^ r r. ; vnde fit 

W A ‘-Crr r ,/ A ■*- C q q p_ — p_ (A +_Cqj\ 

r A q V A q q ' A ' 

-f- / (±±pLP) ( A .ts*j) - feu 
/ A r tt — y/ ("A+iilLC; (1±-L2J). 

A A A A 

Quare vt fit 

n : r — n : p -f- II ; q , 
habemus non folum 

r —P /(* + j ? ?) + ? / 0 + JPP) » 

fed etiam 



✓ 
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>■’ C — P, et fcmto 



c . r r) 



P P^ ? ? 



dabit 



„ CAPVT V 

37* 

VC = 

Ponamus breuitatis gratia 

T ‘ f,t *„ =.!!:», erit ^ 
r — aPf et y( x "^"A 
qui valor ipfius r pro q fumtus 

n : r =: 3 n : p > 

cxiftcntc _ . 

r _c p . + 3 PPf, « 

y (I Vc rrr)= ^ppp+ r ; 

Hic valor ipfius r denuo pr® 3 

n: 

exiftente *. 

r =^7't-e/; +^PPPP + F *- 

" ■ c p A vt prodeat 

« !. -nsiinr iw»**’ # 

Loco 



I 



fumtus , dabit 



9 fubftituatur hic valor ‘P fius 

n:r= 5 n: ^ » 

«m=„« _ Mii4 _ s . PP ^ + s fP : « 



r= ccp, + ^r r, -. - ‘ p. 

aa v_sC£?f 4 + T r ^ 

y (l+ e.fr)_ir * 



Aeque hinc genUm concludcte licet, 
n : r = » n : P » 

c£Tc debere /cv» ’(P 

r yP. = i(PH-PV x' 
y (l _ f .c.rr) = l(P-+'PP X' 
— *A (P+jpV j) 



\t fit 



- P / c x r ct 

. ; C p - p V x> 



(eu 



V ’ * ' » ■ . / c v* 



— rv c 



Haec 
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Haec Igitur relatio inter p et r fatisfaciet huic aequationi dif- 
ferentiali 

9 r n 3 p 

yiA-hcm yt a -i cpp) * 

dum meminerimus effe P zz Y (i - 4 - 

Problema 75. 

$ 90 . Si ponatur f ----- - 4 :* ' aT i : z ’ i^tegrali ita fum- 

to vt euanefcat pofito z—f-, vnde H:z fit fundio determi- 
nata ipfius z, comparationem inter huiusmodi fundiones in- 
ftituere. 

Solutio. 

Confidcretur haec aequatio differentialis 
3 x -i 12 — o . 

vnde integrando fit 

II : x -h II \y — Conft. 

Integrale autem fit quoque 

« + Y (o tx-byjr) -+- 2 5 xy ~ o, 
quod vt locum habeat necefle eft, fit 

— ay = Aw, et 55 — yy = C w : 
tum vero erit 

yx -+- 5 y — Y tn (A -*-Cyy), et yy •+- 5jt :rr Y m (A-t-Cx x ). 

Ponamus conflantem integratione ingreflam ita definiri, vt po- 
fito x — a fiat yrz£, et integrale erit 
n.-r + n^rrllifl + nJ. 

Pro forma autem algebraica inncnienda, fit breuitatis gratia 
Y (A -+- C a a) — 3f et Y (A -h C b b) zz. S3 , 

eritque 

* B b b y ° 
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y a-^-l b — ^>y m et y b -+• S a = 21 / m ; 
▼nde colligitur 



V = !fe?rV'-» ctJ = « f feffv' 



m. 



Quocirca aequatio integralis algebraica erit 

(21 b -SBu)r + (23 b—%a)y — ( 'bb — aa ) ■/ (A-+-Cyy) 



lea 

Wb-fta)y + (&b-%a)x = (bb-aa)Y(K+Gxx). 
Hinc y per x ita definitur, vt fit 

(8 a — ©fr)x-4-(fc& — a «> V( A -I- C * x) ’ 

J * 6 — ®a » 

quae fraftio fupra et infra per 21 £-1-23 a multiplicando, ob 



21 21 £ £ — 23 23««rr:A(££ — a a) et 
(21 a - 23 £}(21 £ 23 «) = (21 % - 23 23> a b - 21 23 (££-aa) = 
■ — (££ — oa) (Ca£-+-2123), 



abit m 



„ — <c + 

^ A 



© H/IA + C * x) 



Hinc porro colligitur 

(£ £ — a a) V (A -1- C y y) — (21 b — 23 a) x 

— 'V. / (A+ C xx) , 
feu 



yCA+c V ) /(A+C**); 

vbi iterum fupra et infra multiplicando per 21 £-4-23 a, fit 

y (Ah-C y y) *•-+■ » c a y (A-+-Cxx). 

Necefle autem eft valorem formulae y(A -t- C yy) hoc modo 
potius definiri quam extra&ione radicis, qua ambiguitas impli- 
caretur. Quocirca haec aeqnado tranfcendens 

praebet fcqucntem determinationem algebraicam, fi quidem 

breui- 
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bfcuitatis gratia ponamus ^ (A -+- Cp p) - P, /(A-+-C??)=Q 
et / (A -I- C r r) — R , fciliccr vt fit 

n:f=n:p-4-n:^ — IT: r , erit 

s — PQr — Cpqr -*-r K <1 

yf (A -f- C s s) = 7“ r . p .?-_- r L.±SJJ ±± » fctt 

^ (A -4- C / /) = ■* a * ~^ r * * 

Corollarium i. 

59 1. Quoniam eft per hfpothefin II:/=ro, fi po- 
namus breuitatis gratia y' (A -f- Cff) ~ F, et r=/, .vt fit 
Rz:F, haec aequatio 

, n:/==H;p-i-lI:9 

praebet 

f — — VQJ — c/Pi l et 

/(A + Cjj)^ FPfL-c -*■&» . 

Corollarium 2. 

592. Si ponamus ?— / et QzzF, vt fit II:?:=o 9 
haec aequatio 

Q:r = n:p — II:r 
praebet ' 

S — — Pr)-t-/PT{ — Cfpr et 

^ CA-h C i S) = FPK-Ci yr-H-C/tltf-Prl, 

Corollarium 3. 

593. Si fit C — o et A = 1 , erit 
II :%~fbz — z — /, 

quia integrale ita capi debet, vt enanefeat pofito s— f» Tum 
ergo erit P = 1, Q= a et R = a vnde Yt fit 

# Bbb a II :S 



x 

\ 

1 
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Utr^rnrp-j-Ilry — II :r, 

- feu s —p q — r , oportet efle 

s — — r -\-q-\-p et /(t +on) — r, 
vti per Te conflat. 

Corollarium 4. 

Si fumatur A r: i et C = — ij fiatque 
II : s — Ang. cof. z, vt fit / =: i , erit 

Arc. cof. s — Are/ cof. p -t- Arc. cof. q — Arc. cof. r, 

£ fuerit 

s — pqr — PQr + PR? + QRp et 
■/(i — s s) P QR 4-P q r- f- Q p r — R pq, 

▼nde fumto r ~ i , vt Ct R — o , et Arc. cof. r o , erit 
s—pq — P Q. et ]/(i — s s) — P q H- Q£. 

Scholion. 

5 p$. Hinc notae regulae pro cofinibus deducuntor, 
quas' fufius non profequor. Verum cafus facillimus , quo 
A~o et C = i, hineque fit , exiftente 

/= 1 , infigni difficultate premi videtur, ob expreffiones pro 
s et ]/ (A + C 2 z) ~ z in infinitum abeuntes. Cui incotm- 
modo vt occurratur, primo quidem numerus A vt inficite 
paruus fpedetur, eritque 

P = /(/>£-*- A) =p-»- A, Q =f+i, Rrr-t-A. 
Quare vt fiat l s rzzl p l q — /r, repetitur 
As=.-*r(p-hA)(q-+-±)— pqr 

■+■ ? (p (*• ■+- £) -*• p (? +- £) ( r .4) i 

ac fingulis membris euolutis 

A/ 
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A s AlT *±1 _ 4 _ A 9 r A£J Afr , A£j 

sj» *$ 1 »J> ar 19 ' »r 

feu j — £-2, vti natura logarithmorum exigit. Caeterum ex 
formulis inuentis haud difficulter multiplicatio huiusmodi fun- 
ctionum tranfcendentium colligitur, veluti vt fit n:^ = »n:ar, 
relatio inter x et y algebraice aflignari poterit. 

Problema 76. 

5 ptf. Si ponatur II : z — fumto hoc in- 

tegrali ita vt euanefcat pofito z — o, comparationem inter 
huiusmodi functiones tranfcendentes inueftigare. 

Solutio. \ 

Statuatur inter binas variabiles x et y ifta relatio 

* y (.* * -+-yy) + 25^ = 0, 

vnde fit 

y — $ x-+-V \ — Ct 7 + ttt- W) x aci # 

J y 

Ponatur — ay — A m et 5 S — yy ~C vt fit 
yy /«(A + Crx) et 

yjf + 5^-} / ffl(A + c yy\ 

At illam aequationem difFerentiando fit 

d x (y x -+- 5 y ) “i - dy (y y -i- 5 x ) ” o , feu 

ax — | 12 — O. 

TTaTcT* ) ' y (A +■ c y y) 

Iam ftatuatur 

a*(L+M*ae) 1 . 9 ylL-t-n y y) — dV V m * 

V(A -+-(,*.*.» ~ V(K-i-Lyy) r J 

vt fit integrando 

II : x -+- II : y =3 Conii. V / «• 

Cum igitur fit 

B b b 3 ** 
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±y — 



— )x 



V{ < -t- C y y\ VIA-rL » ip 

“ > 



erit 



d V /m=. M * x{xx - yy) 
hineque ob 



j — cn * t 



x X —jjy-— (yy xx — mA — m Cxx—SS xx -+-*5x / m (A+Cxx)). 

At yy — 55 = — «C, ergo 

d V l/ tn — m A — imC XX) 

r yy Y i a -t- e x x ) 9 

cuius integrale commode capi poteft, dum fic 

VY ^/(A-i-Cxx), 
quae formula ob 

Y w(A-f-Cxx)zryy-4-5x* abit in 

Quocirca habebimus 

H : x -t- II :j =. Conft. — 5£> Y m t 
exiftente 

yj'-+-5x = y'm(A-*-Cxx) et yx-+-5/ = /w (Ah-Cj^), 
ac praeterea 

— ay~ A m et 55 — y y — C w.’ 

Ad conflantem definiendam fumamus, pofito x = o fieri A, 
xt fit ' 

n : x n : y n : * — Ei2 / m. 

Tum Tero eft 



«rgo 



— /«A et5£ = /(«A-H« A), 

y = - et 5 — vi” * «c & S) * 



Hinc ergo concludimus, fi fuerit 



vY A 
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yV ^ + xV{A-\-Cbb)=zbV<A + Cxx') t 

et quod eodem redit 

^yA4-j']/(A4-C^i) = i/(A4-Cj'/), fore 
II : jr — 1— H:y — Tlx b — *±ZJL : 

r A 

denotante II eiusmodi funtfionem quantitatis fuffixae, vt fit 

TT . <y . f izlL-*- M X X) 

11 ' 2 J VIA C x"x ) » 

iotegrali hoc ita fumto, vt euanefcat pofito zrrro. Natura 
harum fun&ionum ftabilita, ac fublato difcriminc inter quanti- 
tates conflantes ac variabiles, erit 

n:r = n:p-hll:y4- , 

fi fuerit 

?YA + p/ (A + Crr) = r/(A + C^) et 
P y A q >/ (A -i- C r r) =. ( A -f- C q q) 

vnde fit 

f pVlk-*-Cq q)-hqV[K-b-C pp) 

V A eC 

y' (A -f- C r r) — cpq-+-viA-* - cppnA.-+-cqq) m 

Corollarium i. 

597* Sumto z negatiuo eft 
II: — z~ — II : z, 

vnde capiendo quantitates p et q negatiue, fiet 
n:p-MI:?-MI:r = 
fi fuerit 

py'A-H^y'(A-+-Crr)-f-r -/(A + C^) = o feu 
q V A -+- p / (A-+- C r r) -+- r >/ (A -+- C p p) — o feu 
r/A4-py'(A + C??) + ?y'(A+Cpp)r:o vel 

C p q — /A (A-f-Crr) -+- j/ ( A-hCpp ) (A-hC??) — o 

ex 



\ 
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ex qtta formatur haec relatio 

Cpqr-hp /(A-+-C??) (A-bCrr)-+-q -/(A-t-Cpp) (A-+-C rr) 
-f- r j/(A-t-C pp) (A-+-C qq) ~ o. 

Corollarium 2. 

598« Hac ergo methodo tres htiiusmodi fundHones 
H : z exhiberi poliunt, quarum fummam algebraice exprimere 
licet; quod autem de fumma oftendimus, valet quoque de 
lumma binarum demta tertia. 

Corollarium 3. 

599. Si ponamus L — A et M — C, fun&io propo- 
fita IT : z —fd z Y (A -f- C 2 z), exprimit aream curuae, cu- 
ius abfeiffae 2 conuenit applicata /(A-t-Cz?); et fumma 
trium huiusmodi arearum ita algebraice dabitur : 

II:p + n:?4-n:r= c -Hl 

r A 

li inter />, q, r fuperior relatio ftatuatur.’ 

Scholion. 

600. Haec proprietas inde eft nata, quod differentiale 
2 V integrationem admifit. Cum nempe eflfet 

dv V m — ^ 3x{xx ~yy) . 0 b 

V* l A -T- t X X) ’ 

/«(A+Crr) — y y -+• $ x , erit 
d V — »**i** — yy) 

y y-t-S x 1 1 ■ 

cuius integrale commode ex aequatione aflumta 
a ■+* y C* * -t-yy) -f- a 5 xy — o 
definiri poteft. Ponatur enim 

x x -+-y y — 1 t et j cyzz.it, erit 
a-{- y 1 1 2 $ uz=. o 

et 
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et differendalibus fumendis 

x dx -+-ydy — tdt ; x dy -+-ydx = 3« et ytdt -h Sdu r o; 
ex binis prioribus colligitur 

(*.r _ yy) dx — x tdt — ydu, et ob tdt z=— ^i-5, erit 
(x x —yy) d x — — x y y), 
ita vt fit 

= — 11, hincque 5V = — 

y J -r-S x y 1 y V 

vnde manifefto fequitur 

■tr M v Maj» > 

. y y ’ 

vti in folutione operofius er.uimus. Verum hac operatione 
commode vti licebit in fequente problemate, vbi formulas ma- 
gis complexas fumus contemplaturi. 

„ Problema 77. 

tfoi. Si ponatur 

JT . r i z ( T 

* ' V i A ~f C X Z) ^ 

integrali hoc ita fumto vt euanelcat pofito z~ ro, compara- 
tionem inter huiusmodi funftiones tranicendentes inueftigare. 

Solutio. 

• Polita vt ante inter variabiles x et y hac relatione 
a + y(rt+ yy) + 25 t; = o, 
fit 

— ay — A m et 5 5 — y y - C», 

fietque 

yy^x~Y m{A-+- Carar) et yx-b$yzz.y r m(A.-*-Cyy), 
fumtisque differendalibus 

, C c c d* 
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3 » - - h *y — o. 

V(A-t-CXX} Y{A.-*-Cyy) 

lam ftatuatur 

ax<L-4-M*»^Kx«-*-Ox«> ■ 3 3(L-+- Wj> _ -}y / 

tftA -t-A, x x ) ' ^IA + Cjj) ~ V ’ m 

▼t fit 

II : x ■+■ II : J — Conft. V / m. 

At ob ^a?i ' ;, T>~~~ 7' *. iV) ^ ifta aequatio abit in 

ix [M(xx — j .j) -t-Nlx* — jA)-J-0(x« — >*)] A V l/ « 

V ( a -t- c x x ) * r » 

ct ob /m(A + Cxxjr: y j 1 -f- 5 jr , in hanc 

ixHi->jl[.' l + N|xx + j y)+ Q(x* + xx y y+ y*}] y 

y y -t- J x w * • 

Sit nunc ar ar -h =: / 1 et aryirra, vt habeatur 

a-{- Y 1 1 -+-Z u~ o et 'yldf-bSdjcrzo, 
feu — — 

y 7 

atque ob 

xd x -t-y dy = td t et ar9/-f-^3Ar=r3« 
in colligimus 

(x ar — ^.y) dx=zxt dt—j du^ — lfCvs-bSx), 

ideoque 

3 x (x x — y y ) 3» 

y y-*~t x y * 

Tnde habebimus 

3 V = — ^5 [M -+- N (arar-»-^) - 4 - O (x* -*-x xj> y -t-,? 4 )]. 

At eft 

x x -b y y — tt— — et 
x*-{-xxyy-\-y*~t* — uu. 

Notetur autem efle i? — — vnde concludimus 

3 y _ M 3 u | NM3t | Ol» it | Qau3u ^ 

ficquo 
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V 1» A 



Quodfi iam ponamus fieri j — b fi xrro, erit y — 

5 — ^ |A f- ft>) , et a — — b Y m A, tum vero 

yY A-\-xY (A -+-Cbb) — bY (A -\-Cxx) 
x Y A -\-y y (A -4- c b b) — b y (A -4- C yy) et 
A|/Ar=jry'(A4- Cyy ) -\-y y (A -f- C x x). 

Hinc cum fit 

\T I N6'x»H-yy)* i 0&i*g i 0 

V y m A 47ih( A-A b b) IV m(A— C66) 3 y in A ’ 

nofira relatio, cui fatisfaciunt praecedentes determinationes, 

inter fundiones tranfeendentes , erit 

TT • r l n*1 TT -h — Mbxy -4- **<** + ?>'* -L. Ob'xx *-yy\* 

11 . x -+- 11 .y — u . o ^ *7u7r5T> 



O h Xi vJ 



N f>’ 



it A 4 ■/( A . C 6 0 ) 

tbi notandum eft eHTe in rationalibus 

— b y a -+- ( jL£±yy^- A 



O b? 
«yiA-ecdft)* 



— o, fcu 



xx + vyz=z bb — %xy ^ 



■ r b b) 



Hinc colligitur 

(x x -*~yy)* — A 4 — — t^*222_L±£ili et 

^ m .* 6b<r*yr\+Cbb) f sbbxYV*(\-*-Cbb') 

(XX+/, + X 

g .r 3 v 3 ( A -h C b b)' \ 

a y A * 

ita vt noftra aequatio fit 

n: x ■+■ n : y r n : b - *J£p_ /(A h- C b b) 

*°±'.**yy y(A+Cbb)-£JgjL(3A+4Cb6) 

C c c 2 Corol- 
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Corollarium i. 

6 oi. Si ponamus b~r , .v ~ — p, y — — y, erit 
noftra aequatio 

n:p-f-n:^-4-II:rz=: (M + Nrr+Or 4 ) 

,m^<^ f :i)( Nr+a 0 ^ 4 - 0 ±ff( 3 A + 4 Cfr). 

A JAVA ' / 

exiftente p p q q ~r r — ^ / (A+Ctr), vnde fit 

VtA C r r) r r ~p p — q q 

7 a ipq * 

Corollarium 2. 

503. Subftituto hoc valore pro ^ — ^ - c rr \ fequens 
obtinebitur aequatio, in quam ternae quantitates p, ?, r ae- 
ruaiiter ingrediuntur 

n:p + n.^ + n:r= ”tA I -+- 'Ltil (pp+qq-q-rr) 

H- (p*-hq* + t*-+-ppqq-bpprr->-qqrr) 
cui fatisfaciunt formulae fupra datae , vel haec rationalis 

• cpMiZJj — p*-*-q*-+-r*— 2ppqq—2pprr — zqqrr. 

Corollarium 3. 

<£04. Si numeratori formulae integralis adhuc adie- 
ciffemus terminum Ps% vt eflet 

jj . z /' itii-Min t- y t »-i-ot<4.ri'| 

J » i a C z a) * 

ad aequationem modo inuentam adhuc accefliffet terminus 
~y^ (P‘ ■+■ 9 6 r< ~ **• ppq*-+-ppr*-i-p*qq -+- p*rr-t-q*rr-h qqr *-*- \ppqqrr ) 

Scholion. 

6 0$. Iftae relationes quoque ex fuperioribus redudlio- 

nibus deriuari poliunt, cum enim inde fit IT:s — EA — 

•4-. quaniitate algebraica , fi hic pro z fucccffiue quantitates p. 
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q , r fubftituamus, ita a fe inuicem pendentes, 
rauimus, erit 



/ 



at 



V l A 



-f-/ 



Jj L 



VlA-t-C q 






3 r 



^(A + lrr) 



vnde concludimus 



vt ante deck- 



= o ; 



II : p -f-II : q -f- II : r ~f : p -f-/ : q -+-/ : r, 
denotante / fundionem quandam algebraicam quantitatis fuffi- 
xae: atque fumrna harum trium fundionum rediret ad expres- 
lionem ante inuentam, fi modo relationis inter p, q, r datae 
ratio habeatur: fcilicet inde littera C eliminari deberet. Haec 
autem redudio ingentem laborem requireret. Hic vero im- 
primis methodum, qua hic fum \fus, Ipedari conuenit, quae 
cum fit prorfus lingularis, ad magis arduam deducere videtur. 
Certe comparatio fundionum tranfeendendum , quam in capite 
fequente fum traditurus, vix alia methodo inueftigari pofie vi- 
detur, vnde huius methodi vtilitas in fequenti capite potilfi- 
mum cernetur. 



> ** 



C c c 3 






C A» 
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CAPVT VI. 

DE 

COMPARATIONE QVANTITATVM TRANSCEN- 

DENTIVM CONTENTARVM IN FORMA 

r P3* 

J ^ (A 4- a B z -+- Cz z i D z 1 -+■ E z*) 

Problema 7S. 



606. 

Jpropofita relatione inter x et y hac 

a 4- y(x x 4-J4)4- xy 4-£ x ry.r = o, 
inde elicere fnn& ; ones tranfcendentes formae praefcriptae, qua» 
inter fe compaiare liceat. 

Solutio. 

Ex propofita aequatione definiatur vtraque variabilis 

y — t x v' r — + — 7 > — « ^1 x x — -v <? r«i gj 

J y -i-f x x 

x — K y-i V( — /T>-t-iyy — yy — y — y f 

y y * 

quae radicalia ad formam praefcripcam reuocentur ponendo 
— a y ~ A w , 55 — yy — a%~Cm et — yK— Emi 
Tnde fit 

*=-*= et 55 = C«-4 -yV^^ ! ‘* 

Erit ergo 

yy 5 ar -h x Jf .y z= >/ w (A 4- C .v .r 4- E X 4 ) 
Y*4-5j'4-<*.rj':=i/m(A4- C yy 4- E y*). 

Ipfa autem aequatio propofita, fi differentietur, dat 

< u v. 3 x 
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dx (yx -+■ $y -+-%xyy) -+- dy (y y -t- -+- $x xy) = o 

ibi ili! valores fubftituti praebent 

i* h , - — o. 

1 VCA -+ lyy-h Ey*) 

Viciflim ergo propofira hac aequatione differentiali, ei fatisfa- 
ciet haec aequatio finita 

—Am-t-yy (xx -* -yy) -+-2 xy/(y 4 -t- Cmyy+AEmm) 
— Emx xyy = o, 
fen ponendo haec 

— A+k (x x -byy) -+■ 2 xy -/(kk-hkC-t-AE^ — Exxyy — o, 

quae cum inuoluat conflantem k , in aequatione differentiali non 
contentam, fimul erit integrale completum. Hinc autem fit 

ky-+-x AE) — E jr.t ty =: y k(A-*-C x x -t-Ex 4 ) et 

kx-*-y y (kk-*-k C + AE) - Ej xyy — y k(A.-*-Cyy-*-Ey*). 

Corollarium i. 

607. Conflans k ita affumi potefl, vt pofito jrrro, 
fiat y — b, oritur autem 

bk — y Ak et by (H-t-lC-hAE) = yk(A-+-Cbb-t-Eb*) 9 
ergo 

k — ^ et |/(ii7-iC-f-AE)=^/A(A-+-C^^^E* J ), 
ideoque habebimus 

Ay-+-x y A (A -+- Cbb ■+■ E ^ 4 )—EWararj' zr b /A (A-+- C x ar-f-E x 4 ) 
et 

Ax +y y A (A-hC^-hE^ 4 )— E bbx yy~byA(A-hCyy-h Ey 4 ). 

Corollarium 2. 

tfo8. Haec igitur relatio finita inter , x et y erit inte- 
grale completum aequationis differentialis 

dx 
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a* , 

l X x -+- E x*) 



V{A -t-C y y -h t. y*) 



quod rationaliter inter x et y expreflum erit 

A (x x -+-jj—b b) -*• i x v Y A(A-*-C b b-*-E b*) — Ebbxxyy~o. 

Corollarium. 5. 

6 op. Hinc ergo y ita per x exprimetur, vt fit 

y f>T'A(A-t-Cxx-»-n x* ) — x Y A ( A -f- { b b K b*) 

— A — Ebbxx * 

atque ex hoc valorc elicitur 

k-+C'ty-\-f.y+ —{ [A-* T.bbxx tv'i A-+C66 tb* ( A->-0xx-t-Fx*\— t ' E&x( f>6 ' xx— Cix( k^Fbbxx) 
• A ~ ( a — 1 bbxxj‘ 

Corollarium 4. 

610. Hinc conflantem b pro lubitu determinando in- 
finita integralia particularia exhiberi poliunt, quorum praecipua 
funt: 1) fumendo b — o, vnde fit y — — x; 2) fumendo 
b — £\j , vnde fit y — 2_L-. 3) Si A-}-Cbb-+-Eb* — o, 

hineque bb-^L^r ~^ E >, vndefit ;: t,,||ur,rtF il l . 

^ at 7 ^ A — t-uuxx 



Scholion. 

5 n. Hic iam vfus iflius methodi, qua retrogredien- 
do ab aequatione finita ad aequationem difTerentialem perueni- 
mus , luculenter perfpicitur. Cum enim integratio formulae 
y' _____ 1 L . — nullo modo neque per logarithmos neque per 
arcus circulares perfici pollet, mirum fane efl talem aequatio- 
nem differentialem adeo algebraice integrari pofle; quae qui- 
dem in praecedente capite ope eiusdem methooi funt tradita, 
etiam methodo ordinaria erui poliunt , dum lingulae formulae 
differentiales vel per logarithmos vel arcus circulares expri- 
muntur, quorum deinceps comparatio ad aequationem algebrai- 
cam reducitur. Verum quia hic talis integratio plane non lo- 
cum inuenit, nulla certe alia methodus patet, qua idem inte- 

grale, 
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grale, quod Mc eithibuiiftus, inueftigari poffet. Quare hoc 
argumentum diligentius euoluamus. 

Problema yg. 

612. Si II : z denotet eiusmodi fundlionem ipfius z, 
vt fit II : z — / y)| ^^V eF )) integrali ita fumto vt euane- 
fcat pofito z = o , comparationem inter huiusmodi fundiones 
inueftigarc. 

Solutio. 

Pofita inter binas variabiles x et y relatione fupM dfe* 
finita, vidimus fdre 

£* _4_ 12 — o 

V(A-HC**-+-Ea«) Vt * + Cj; + Ej'| 

Hinc cum pofito x=o fiat y z=ib, elicitur integrando 
U : x -\-U : y — Tl i b. 

» 

Cum iam nullum amplius difcrimen inter variabiles ar, y et 
conflantem b intercedat, ftatuamus x —p, y — q, et bzn—r y 
vt fit II : A — II : r , atque haec relatio inter fundtiones 
tranfcendentes 

Ilrp-J-PTr^-f-IIrr — o 
per fequentes formulas algebraicas exprimetur, 

(A— E pprr) q+p / A (A-t-C r r -+-E r 4 ) -4- r /A ( A-t-C p /n-Ep 4 ) = o 
i ea 

(A— E pp q q) r-+-q / A (A-+-C/> p-t-E p 4 )-+-p V A ( A-+-C q q-*- E q*) r= 6 
feu 

(A— E q qrr)p-*-r / A (A-+-C q y-+-E q*)-*-q /A (A- 4 -C r r-+- E r 4 ) =r o 
quae oriuntur ex hac aequatione 

A (pp-*-qq-—rr)—Eppq<Jf , r-+-ipq'i/ A( A-^-CtTH-E^rdo. 
Haec tero ad fattondKtatfcm perdUtfla fit 

D d d AA 
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AA(/> 4 -t-? 4 - 4 -r 4 — zppqq — *pprr — *qqrr) 

— 2 AE ppqqrr(pp-\-qq-\-rr) — 4 AC ppqqrr 
-t-EB.p*q*r* — o, 

quae autem ob pluralitatem radicum fatisfacit omnibus Agno- 
rum variationibus in fuperiori aequatione tranfcendente. 

Corollarium i. 

613. Sumamus r negatiue, vt fiat 
IT:r — 

eritque 

r f> ✓ A ( A - 4 - C g q E ?♦) - 4 - 17 ✓ A [ A - 4 - C p f> -I- E 

vnde colligitur fore 

,/ A-4-Crr+Er* _ ( A+Epf >qq )V! A-hCpp +-Ef>«X A-+C<74-*-E9‘)4-«AEf)^( pp-*-qq)+Cpq{ K+lppqq ) 
V A " ( .K—Eppqq)* * 



erit 

atque 



Corollarium 2. 

6 14. Quodfi ergo ponamus q—pp vt fit 
II : r — 2 II : p , 

r l ( , V'*IA -+-C p p -l-T. p* ) 

A — E p* ’ 



,/A + Crr + F.r* A A -4- t A C p p -h i A E p* -4- « C E p’ -+- E T. f>* 

" A (A — E p 4 ) 1 * 

Hoc igitur modo fundio afiignari poteft aequalis duplo fimi- 
lis fundi onis. 



Corollarium 3. 

6 15. Si ponatur q — 9 * v A ( A±.£ f ». ±. E et 

A ( A -4- C g g 4 - F. y*) ; A(AA + «AC|>» + UE » 4 -H«C Eg^gE»») ^ 

vt fit II : q z=. 2 II : />, fiet ex primo Coroll. II : r = 3 II : p. 

Tum 



/ 
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Tum igitur erit 

r ?UAA + 4AC»»-MAEf«-tt? 1 ) 

AA — SAEf^—^CEp* — 3EEf>* ' 

Scholion i. 



616. Nimis operofum eft hanc funftionum multipli- 
cationem vlterius continuare, multoque minus legem in earum 
progreffione deprehendere licet. Q uoc *fi ponamus breuitatis 
gratia 

/ A (A + + E^ 4 ) z; A P et A — E p 4 — A 3 >, 

Tt fit 



Cpp — APP — A — Ep 4 et Ep 4 — A (i — 
hae multiplicationes vsque ad quadruplum ita Ce habebunt; 
fcilicet fi ftatuamus 



II : r =: a II : p ; II : r zzz 3 II : p et II : f zzi 4. II : p 
reperietur: 

- — *rp . — f>UPP — I U») , — 4PW r«PPC--g)-g»] 
T — jj ’ »*— u a-m* — *) 



Quodfi fimili modo ponamus 

■/A(A-+-Crr-l-Er 4 ) — AR et A — E r 4 := A 9 t , 
erit * 

R = '^n±~*±z** et % — 

vnde pro quadruplicatione fit 

t S r» 1 — as ’ A w* 

Quare fi pro o&uplicatione ftatuamus II : z — 8 II : p erit 

«T£ 4 rR9t f«RR(» — 9t) — 9t 9t1 

I K 4 — i<. K 4 (i — K) 

Hinc intelligitur quomodo in continua duplicatione verfari 
oporteat , neque tamen legem progreftionis obferuare licet. 
Caeterum cognitio huius legis ad incrementum Analyfeos maxi- 
me eflet optanda, vt inde generarim relatio inter z et p, pro 

D d d 2 ae- 
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aequalitate II : 2 = n II : p definiri poffet , quema^n?(> 4 i}in l*qc 
in capite praecedente fucceflu;; hinc enim exitui^ proprietates 
circa integralia formae / V( A ^ c v»^¥ ?T co S nofcerc liccret » 
quibus fcientia analytica haud mediopriter promoueretur. 

Scholion 2 . 

617. Modus maxime idoneus in legero pro$refiiopi| 
inquirendi, videtur, fi ternos terminos fe ordine ' exripi<E$ 4 t$$ 
contemplemur hoc modo 

H:x=z(«— i)n:p, Tl:y — nU:p , n:s=(s-t-x)II:f^ 

vbi cum fit 

n ; : x = n : y — n : p et n : 2 = n :y -+- n : erit 

„ v A I A -t- C <H> -H E »♦) — fr / A ( A -t- C -y J> -+- E >) 

A — E ppyy 

^VAtA-t-Cpp^-Ep^l-H^yAjA-t-Cjr^-Kg^) . 

• 4 — E ft p y y ’* 

vnde concludimus 

(A — E p pyy) (x -h *) =?-' 2 J V' A. (A -+- C p &-fc- Ej#) • 

Ponamus vt ante 

/A(AHrCpp-hEp?) = A? et A — Ep? = A$> 
et quia fingulae quantitates x, y y z faftorem p (impliciter fifjt 
voluunt, fit 

x =pX, y =zp Y et zz=zp Z 
erit 

[«-(t-WYYJ<X + 2 )=»PY 
feu 



Z — 



a P V 



-X, 



i-n-inir 

quius, formulae ope ex binis terminis contiguis X qfc V fe-, 
qqens Z haud difficulter inuenitur. Quod qup, fapliu& appa- 
reat, ponatur a P = Q et j, — $ = £t , vt fit r^aW “ ^ 
fem progreffio quaefita. ita fe habebit 

o 
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TV IV* — D. 

O «f — » a.g.»»-+- e* r <*-»-» fl w efao 

#« — 3 a + ii** jiDi« + Q)— ^ a 



etc. 



Quaeftio ergo huc redit» vt inueftigetur progreflio, ex data re- 
latione inter ternos terminos fuccefliuos X , Y , Z , quae fit 
Z = , t- Xj exiftente termino primo zzl i et fecundo 



i — o 



Problema 80. 



<Si 8 . Si Ilrz eiusmodi denotet fuo&ioncnj! ipftus z, t 
vt fit II : 2 — / ’ il)te § rali ita iumto vt eua- 
nefcat pofiro z ~ o , comparationem inter huiusmodi fu.n.«a?Q- 
nes tranfcendentes inueftigare. 



Solutio. 



Stabilita iptec bina% variafcifes x et hac relatione, 

vt fit 

— Ebbx V^ACA Hr C* * -h E ar 4 ) feu 
Ax-hSBr — EA^w^A/ACA+C/^-f-E^ 4 ) 
fiue fublata irratiowljt^t^ 

A(jfjr-HJ7 — bb)-\-2%>xy — Ebbx xyj~o, 
exiftente breuitatis gratia 5& y( & (A ■+• C b b -f- E #), erit 
vti ante vidimus 



3x 

Ponamus igitur 

3x(L4-Mxx + N x*) _ 
VU + C*x + Ex«) 



>y = 

VtA-+-e yy-h&y*) 



O. 



9yti,+Kyx+KM = b d V>V A, 

V(A .+Cyy+Eyf)i ~ V 

D dd 3 



vt 
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vt fit noftro fignandi more 

II : x -f- II : y — Conft. + A V/A, 

vbi conftans ita definiri debet , vt pofito x rz o fi at y — fr, 

Quaeftio ergo ad inuentioncm funtfionis V reuocatur; quem 

in finem loco dy valore ex priori aequatione fubftituto, erit 

b d V V A — dx[M(xx — v*ll . 

V( A -+-C x x 4- Ex«) * 

verum quia 

^i/A(AH-Cat x-f-Ear^ — A^-h^jr — Ebbxxy, 
habebimus 

t) V 3*!** — jy » fM -t- N (x x -+-•»*> 1 • 

Sumamus iam aequationem rationalem 

A (* ar -+-// b b) -i- a. fQ xy — JLbbx xyy — o, 
et ponamus 



vt fit 



-b yyz=tt et xy ~ u. 



A(t t- — b b)-\- 2 S3 « — E^«az=o, 

ideoque 

A tdt=z — %du + Ebbudu. 

Cum porro fit 

x dx -+-y dy~tdt et x dy -i-y d x = d U, 



erit 
feu 
ita vt 



(jf * — yy ) d X = Xtdt —y d U 

. t 

A(xx—yy)d x =^--du(Ay + %x~Ebbxxy), 

- 9*1** — yy) 9u 

A j> -t- ® x — Kbi xx > X* * 



ex 
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ex quo deducitur 

av=-j(M + N 

et ob 



tt — bb~ • -+- p ^- u “ erit 

A A 

a V= - (AM A - 2 $N« E N ££««): 

▼nde integrando elicitur 



v M « , (8Nj« E N 6 6 «I 

A A A A J A A 

Hoc ergo valore fubftituto, ob u — xy , habebimus 



II : ar -+- XI :y ~Xl:b-~ 
Cum autem fit 



Hia? Vb*xy ^_^iVbx*y* EN 

V A YK A V A 3 A V A 



%> xy A b b — JA(jrx -f .yy) -+- E b b x xyy 
erit 

cui ergo aequationi fatisfit per formulas algebraicas fupra ex- 
hibitas, quibus relatio inter x, y et b exprimitur. Quodii 
ergo ftatuatur haec aequatio 

— FfEt t A ( PP -*- 9 ^-*-rr) — lEppqqrr] 

ea efficitur fequenti relatione inter p, q y r conftita 
(A— Eppqq')r-+-py'A(A-+-Cqq-i-E f*)-+-^)/A(A-+-Cpp-+-Ep 4 ) r o 
feu 



(A — Epp rr) q -+-p / A ( A-+-Crr -t- E r*) -+- r /A ( A-t-Cpp Ep«) = o 
feu 

(A— E?yrr)p-+-0/A(A-^-Crr-^-Er^)-^-ry'A(A-+-C^-+-Ef , ) - o 
iiue per fimplicem irrationalitatem 

A(J>p-bqq-+-rr)-4-2pqy A(A-hCrr-i-Er*)--Eppqqrr - o 

feu 
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feu 



catpvt vt. 



A (PP -+• t r—qq)-+- 2p r >/ A (A h-C qq Eijf 4 ) — Epp qq rr r o 
feu 

A(qq-brr—pp) -+- 2 qr\/ A(A-*-Cpp-t-Ep*) — Eppqqrr ro 
penitusque irrationalitate fublata 

EEp*q*r* — z AEppqqrr (pp-*-qq-+-rr) — q-ACppqqrr 
-+-AA (p+-+-q*-hr*—2ppqq — 2pprr—2.qqrr) ~ o. 



Corollarium i. 

6 19. Sit vt habeamus hanc aequationem 

[A (pp -4- a**) - iEpps*] 

cui fatisfacit haec relatio 



(A — Ei 4 )p-h2j/A(A-HC//-+-Ej 4 ) = o. 

Corollarium 2. 

6 za. Sufflamus j negatiue, et Ibc6 p ftiftlhiamtis fti 
hunc valorem, vt frabeamds 

2 n: r-+- *I£i -+- [A(pp+ 2 ss$ — J £ppf*] 
exiftente 



P~ 



2 i "V A { A •+- Cf f -4- E 
A — E 






vnde fit 

Y A (A C p p -t- E P 4 ) — A(A^Cm W^AUA^-QflH 
qui valores in fuperioribus formulis fubftitui debent. 



Corollarium 3. 

621. Hoc modo effici poterit, vt partes algebraicae 
euanefcant, atque fundiones tranfcertcicntes folae inter Te com- 
par e n- 
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parentur. Veluti fi eflet N = o, (latui oporteret s s = q r , 
vt fieret 

At polito s s=zq r, fit 

f) *VAqr{A-j-Cqr-*-Zgqrr) 

' K — hqqrr * 

'Eft Tero etiam : 

- jyA(A+Cff + Er4)-ryA(A + C^-4-E4«) 

* A — £ q q r r * 

quibus valoribus aequatis, oritur haec aequatio 

(A A -4-EEq*r*) (qq — 6qr-t-rr) — &Cqqrr (A-t- Eqqrr) 
— aAE qqrr (qq -+- loqr rr) — o. 

r 

Scholion. . . 

tf 2 a. Si II : z exprimat arcum cuiuspiam lineae cur- 
vae refpondentem abfcifiae vel cordae z, hinc plures arcus 
eiusdem curuae inter fe comparare licet, vt vel differentia bi- 
norum arcuum fiat algebraica, vel arcus exhibeantur datam 
rationem inter fe tenentes. Hoc modo eiusmodi infignes cur- 
varum proprietates eruuntur, quarum ratio aliunde vix perfpi- 
ci queat. Comparatio quidem arcuum circularium ex elemen- 
tis nota per caput praecedens, vt vidimus, faci'e expeditur, 
vnde etiam comparatio arcuum parabolicorum deriuatur. Ex 
hoc autem capite comparatio arcuum ellipticorum et hyper- 
bolicorum fimili modo inftitui poteft; cum enim in genere ar- 
cus fe&ionis conicae tali formula exprimatur fd : r / , 

haec transformata in iftam / *** —->- „ ■ 41 , per 

praecepta tradita tra&ari poteft, ponendo A ~ac, C~ab-+-b c, 
et E zz: b e, L — a, M = b atque N=:o. Haec autem in- 
velligatio ad formulas, quarum denominator eft 
/(A-h 2Ba + C224-Ds J + E« 4 ) 
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extendi poteft, fimi lisque eft praecedenti, quam idcirco hic 
fum expoliturus, vnde fimul patebit, hunc efle vltimum ter- 
minum, quousque progredi liceat. Formulae enim integrales 
magis complicatae, vbi poft lignum radicale altiores poteftates 
iplius z occurrunt, vel ipfum lignum radicale altiorem digni- 
tatem inuoluit, hoc modo non videntur inter le comparari 
polfe, paucifiimis calibus exceptis, qui per quampiam fuWi- 
tutionem ad huiusmodi formam reduci queant. 

Problema 81. 

623 . Si 11:2 eiusmodi fun<ftionem ipfius z denotet ^ 

vt fit 

U: z — - £* 

/(A + sBs + Css + iDji-t-ttVl * 

huiusmodi fun&iones inter fe comparare. 

Solutio. 

Inter binas variabiles x et y fta tuatUr relatio hac ae- 
quatione exprefla 

a-t-ipCx+rf-t-y (xx ~*~yy) -*-z$xy-*-*Exy(x -+- 7 ) -4- £ x xyy = 0, 
vnde cum fiat 

y y — » > (fl -t-fr x-t-ta») — ct — a (3 a — y x x 

erit radice extrafta 

y _ — p — x — ixx-bV np -f-?x-f-i**P—ig-nP«4- , yaxU , y4-»ttr4-£*«n 

J y-+-atx-+-4xx * 

Reducatur lignum radicale ad formam propolitam, ponendo 
(3(3 — ay~Am, (35 — at — (3y~B », 

55— 2(3e — a^-yy — C«r, 5j-(3^~y£=rD», 
et — y^rrEmj 

vnde ex fex coefficientibus a, |3, y, 5, e, quinque defini- 
untur, atque ad fextum infuper accedit littera m, ita vt ae- 
quatio 
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quatio nflumta adhuc conflantem arbitrariam inuoluat. Inde 
ergo fi breuitatis gratia ponamus 

Y (A -i- 2 Bjr-f-Cxjr-h 2 I}* J -f-Ex 4 )~X et 
/ (A H- 2 By -+- Cy y -h 2 D y 3 -+- Ey*) ss Y, 
habebimus 

P-hYJ-\-$x-+-exx-b 2 exj/~\-%xxyz= X/« et 

p-hyx-t-tiy-hejj -t-zexjr-hZxjj^zYym. \ 

At aequatio aflumta per differendationem dat 

-4-d*((3-+-yjr-f-5^-f- 2 e x y -+- e yy ■+■ % x y y) 
-f-dy(p-4-y^-f-5jr-J-8Xx-4-2ear>'-4-^x xy) ~ 0,' 
quae exprefliones quia cum fuperioribus conueniunt, dant , 
Ydxym-i-Xdyymz=.o i feu ^ zz. o: 

vnde integrando colligimus 

II : x -+• II : y = Conft. 

quae conflans, fi polito x =: o fiat^:=£, erit rllro - 4 - II:ij 
vel in genere, fi polito x~a fiat y~b, ea erit — n:a-4-II:£. 
Quodli ergo litterae a, |3, y, 5, e, £ per condidones fupe- 
riores definiantur , aequatio aflumta algebraica inter x et y 
erit integrale completum huius aequationis differentialis 

a* 1 j y — Q 

V^A-f »B* + C** -+-«!)*» -+-£*♦) y'(A-MBj-+-Cj<,7-»-»D>> + EyM 

Corollarium 1. 



6 24. Ad has litteras a, |3, y, 5, e, £ definiendas,' 
fumantur primo aequationes binae ad dextram politae, quae 
funt 



(5 — y)|3 — a e — B m et (5 — y) e — £|3 

vnde quaerantur binae /3 et e, reperieturque 

n — (y— ri-M.n « <y — >)d-i-<b _ . 



=.D m 9 



n — it-rB+.n _ „„ 

P — • l4 zr v ,_ a v m ct 



(5 



Eee z CoroI- 

w * 
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. Corollarium 2. 

Sit breuitatis gratia 5 — y == X feu 5 — y -+- A , 



erit 



n — m tt i — f f — m. 

lam ex conditione prima et vltima oritur 
(3 (3 £ — a e e — (A < — Ea)«, 
vbi illi valores fubftituti praebent 

bb^-_pd«. m — A £ — E a , 

vnde fit 

(XX — a? HA? — Ea) 

* m B B £ — D I) a * 

At ex prima et vltima fequitur 

DD0f3^-BBte-^y(BB<— DDa) = (ADD— BBE) m 



vnde colligitur 

„ , U A^ — EdllADD- BBE1XX-+-»BD(A?— ga) X- *-ABB ^— DDBga _ 

r tiJB£ — DUa) J 

Corollarium 3. 

. 626. Supereft tertia aequatio 

ayX-+-XA — a(3s — a% — Cm 
quae, com pro m fubftituto valore fit 

. . .. * n (A i — Eal(Do-*-BX) ef , 1 A i— E a lf* t -f- D X) 

b B i U D a "* "BB ? — UUct . * • 

fi ifti valores fubftituantur, commode inde colligitur 

•j, C( A £ — BaHB — D I> a 1 — ? B D( A £ — Bal* — (BB^ — DPa)» 

f A 1 ]a^-A«I|ADU-BBK) 



Scholion. 

• 62 7 . Quia his valoribus vti non licet, quoties fuerit 
A t) D — B B E = o, aliam refolutionem huic incommodo 
non obnoxiam tradam. Pofito 5 — y •+- A, fit infuper A A — 
ol%- hfx, vt primae .formulae fiant , . . . 

*i-. . w x - - v* P — • 



4 
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P = ^(D« + BX) et t = i(B^ + DX), 

Iam prima et yltima iunftis prodit 

A £ — E a — * (B B £ — DDa) 

qua aequatione ratio inter a et £ definitur, quae cum fuffici- 
at, erit 

a :=r ja. A — BBw et ^ jjl E — DDm, 
hincque i. . 

XXrrjii-j-CjjLA — BBot)(/jlE — DD»): 
ynde colligimus 

y = ^[2BDX + (ADD-BBE) jul] 

Valores a et £ in formula Corollarii 3. fubftituti dant 

... ^ = tf + BD«- SC>, 

cpius quadratum illi valori a%- 4- f*. aequatum, perducit ad 
hanc aequationem 

|x(jul — Ci»)'+4(BD — A E) m «jx 

+ 4 (A D D — BCD + BCE)w ! — 4 »j w , , 

ad quam refoluendam ponatur [x = Mm, fietque 

yyj . 4 

M(M — L)-* +4HIBD — UfilAnD — BCD + BBE)’ 

atque hic eft M conflans illa arbitraria pro integrali completo 
requifita. Hoc modo omnes litterae a, ( 3 , y, 5, «, $ eo- 
dem denominatore affedi prodibunt, quo omiflo habebimus 
a- 4 (AM-BB), |3r2B(M~C)-t-4AD, y= 4 AE-(M-C)% 
^r+(EM-DD), tr sD (M — C) + 4 B E , 

‘ 5~MM — CC-+- 4(AE+BD), 

quibus inuentis aequatio noftra canonica 

o = a+2(3(r -\-y) -4- y (jr jr -hyy) -\-2Sxy 

• -±- 2 e xy (x H-jO -+■ %x xyy 

E e e 3 fi - 
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(i breuitatis gratia ponamus 

M^M-C) e -*- 4 .M(BD~AE)-i- 4 (ADD-BCD 4 ‘BBB)rA, 

refoluta dabit * . r ... ** f 1 

(S x -t- e x x -h.y (y -f- 2 e x Hh X x *) ~ i 

±: 2 / A (A -+- 2Bx-4-C.x-.r-t- 2 Dx*-+- Er 4 ) 
P -f- 4- eyy -4-r(y-f-2ey-t-£ y y) — 

rt 2 >/a (A -t- 2 Dy-t-Ejf*), 

qnac ergo eft integrale completam huius aequationis differen- 
tialis 

O — - 1.1 ^ 3y 

iV(A-HB*+C** + 2Dii+l£x‘| ±/(A + »B^+C^j-t-*l>s»-+-E7 4 )* 

Scholion. 

628 . Cum hic ab idonea coefficientium determinatio- 
ne totum negotium pendeat, operae praedum erit, eam lucu- 
lentius exponere. Pofito igitur ftatim 

^ — y -t- X et XX — a% — M » , 
quinque conditiones adimplendae funt : 

I. (3 (3 — a y ~ A m; 

IT. ce — yiJ~Ew; 

III. (3X — a e ~Bm; 

IV. eX-^-Dm; 

V. M m 4 2 y X — 2 |3 e zzr C m.' 

Hinc ex terda et quarta combinando deducitur 

w(BX-4-Da) = |3(XX — a£) zzz |3M ergo {3 rzz ^ 
w(DX -+- B£) zzz e (XX — s() zz e M m ergo e zzz P. x jjp^> 
Iam ex prima et fecunda elidendo y, oritur 

m(AZ~Ea)~ppt~ £ 'a~±li=JlILL.m 

hjnc- 
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hincque 

^(AM-BB) = a(EM — DD)j 
quare ftatuatur ^ > 

a = »(AM-BB) et ^=»(EM — D D). 

Tum vero indidem eft 

E|3(3 — Eay — AtJ — Ay^, feu 
y ( A £ — E a) — A s e — E p j3 r 
pro qua tra&anda cum fit, pro a et £ fubftitutis valoribus, 

(3=:«AD + *-(X-»BD) et e — «BE -+- ^ (X — »BD), 
fit breuitatis ergo X — «BDzzsMN, vt habeamus 
(3=»(AD + BN) et e — » (B E D N), 

et quia 

, , A<— Ea = » (BBE — ADD) 

atque ‘ 

Ae e— E{3{3r«»(ABBEE -+- ADDNN — AADDE - BBENN), feu 
Aee — E|3(3 — »«(BBE — ADD) (AE — NN) fiet, 
y = «(AE — N N). 

Cum autem fit 

X = »(BD + MN) et 

XXrr»»(AM — B B) (E M — DD) + Mw, erit 
M m-nn [aBDMN MMNN — AEMM -t- M (ADD -+- BBE)] 
feu 

m — nn (*BDN MNN — AEM ADD -+• BBE). 

Denique aequatio quinta (3e — yXrz|w(M — C) euoluta 
praebet 

p e _y Xr»«[(AD-i-BN) (BE-t-DN)— (AE — NN) (BD-+-MN)] 

* -»sN( 2 BDN+MNN-AEM + ADD+BBE)z:M«, 
, vnde 
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vnde fit N =r ! (M — C) , ac propterea * r ' - * 

m-«»[BD(M-C)+iM(M-C/-AEM+ADD+BBE]. 
Hincque fumendo n ~ + fuperiores valores obtinentur. 

Exemplum r. 

6 29. Ittuenire integrale completum huius aequationis dif- 
ferentiatis 



±L 



± 6 f>) 



Sq t ~ O. 



Hic eft x — py y — q, A = tf, B:zzj£, C=:o, 
D zz o, E zrz o ; vnde fiunt coefficicntes 

a ~ 4 a M — b h y Y — — M M , 

£ — o, e= o, 5 -MM, 

et ArrM 1 , vnde integrale completum erit 

iM + MMp — MMy z; + feu 

b -h M (p — q) — + 2 y' M (a -f- b />), vel 
b- f- M ( q — p ) — ± 2 }/ M (a b q) ; 
quae figna ambigua radicalium cum fignis in aequatione difc 
ferentiali conuenire debent. 



Exemplum 2. 

630. Inuenire integrale completum huius aequationis dif- 
ferentiatis ■ dp . ,, -f- dp ,. ■ ■ — O. 

/ +V[a + Jjp') ± Y [a -t- b q‘ ) 

Sumto x — p et y — q y erit A ~ a , Bzzro, C ~ b, 
D ~ o , ergo 

fi — o, y — — (M — £)* , 

£ — o , ezzo, 5 z: MM — b b , 
atque A — M (M — bf ; 

vnde integrale completum in his aequationibus continebitur: 

(MM 
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(MM— bb)p — (M— b)'q =±i(M— b)YM(a+bpp), feu 
(M + b)p-(M—b)q — zt 2 Y M ( a -*- l, PP) ct 
— b)pzzz^*y'M.(a-*-bqq). 

Exemplum 3. 

631. Inuenire inte gr ale completum huius aequationis dif- 

ferentialis + ± 7 T &TV i = °' 

Sumto x ~ p 1 j zzz q ) erit Azia, B~0,C^0, 
Drrji, E = o, ergo 

a — 4 « M, (3 —zab, y ~ — M M, 

£ — — b b, e — b M, 5 — MM et 
A ~ M 3 -f- a b b ; 
vnde integrale completum 

2di-fMM^+iM/i|i + j(-MM+ 2 bMp—bhpp) — 

+ 2|/ (M 5 - 4 -abb)(a-+-bp i ) 
fiue 

aoi + Mj) (M+J ^)— q (M — bpy — ± 2 / (M 3 h- abb)(a+b p 3 ) 

et 

v 2fli+My (M+£ f )— p (M—b q)*=z+ a-/ (M 3 -+- ab b) (a+b q 3 ) . 

Exemplum 4. 

632. Inuenire integrale completum huius aequationis dif- 
ferntialis ±t ,, 'V -t- ±yi ‘l t< . , — o. 

Pofito X =zp, y — q , erit A — a, B == o G — o, 
D = o, Ez:i, ergo 

a =: 4 o M , (3 — o, yz=s\ab — MM, 

^ — 4AM, e = o, 5 rrMM + f«i, ct 
A — M 3 — 4 a £ M; 

F f f vnde 
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vndc integrale completum 

+ a/M (M M — 4 a b) (a -b b p 4 ) 

2 j/ M (M M — 4 a £) (o -+- b q 4 ) . 

Exemplum 5. 

633. Inuenire integrale completum huius aequationis dif- 
ferentiatis y { f -+-b p e ) ±Y (*-+- bq 9 ) °* 

Ponatur x — pp et y — q q, atque aequatio noftra ge- 
neralis induet pofito A — o , hanc formam 

< 3 p 1 is. — o. 

;£l'laB + Cpp + *D;p* + E^I +V[,sU-t-i;qq-i-*Dq* + Eq*) 

Fieri ergo oportet B — la, C ~ o , D — o ct E ~ mde 
coefficientes ita determinantur 

a — — aa, p ~ c M, y — — M M, 

£ — 4^M, e — 2 ab , 5 ”MM, et 
A“M 3 -t - a a b; 
ergo integrale completum 

a M -+- M Mp p -+■ 2 a b p* ■+■ q q ( — M M -+- 4 a b p p -4- 4 b M p 4 ) ~ 

^ipy (M 3 -*-aab) ( a-t-bp 6 ) 

£ue 

aM~hMMqq-h 2abq+-+-pp( — MM-h4-abqq~i-4.bMq 4 )zz: 

±2 qy/ (M 3 -haab)(a-+-bq*). 

Corollarium. 

634. Si fumatur conflans Mrr: — "/ a a b , vt fit 
U' abzz. o , prodibit integrale particulare , quod ita fe 
habebit 

PP 
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g- feu = 

• tqqyb — Va tppVb — Va 

quod aequationi difFerentiali vtique fatisfacit. 

Problema 82. 

6 35. Propofita hac aequatione difFerentiali 
iZ -j- ii — o 

-+. v (a-t-6 f p-+-cp«-Hef 0 > ±r { “ -t- b qq-hcq*-+- e q a ) 

cius integrale completum algebraice aflignare. 



Solutio. 

Aequatio praecedens difFerentialis algebraice integrata 
ad hanc formam reducitur, ponendo x — ppety — qq, at- 
que A — o j prodibit enim 

ii r — o. 

aB-(-Cpp + *Dp*+-Ef>®l ±/l » + 

Quare tantum opus eft vt fiat 

A iz o, B — I fl, C — D zz 5 f, E zz c , 

Ynde coefficientes a, ( 3 , y, 5 , e, £ ita definientur 
az-flfl, |3za(M— £) , yz— (M— £)% 

^Z4f M— rr, ezr(M— £)-+-2<rr, 5 iMM-ii+nt, 

A zz M (M — bf a cWl — abc-\-aae — 

(M — b) z -\-b(M. — (M — fr)-\-aae; 
hincque integrale completum ob conflantem M ab arbitrio no- 
ftro pendentem, erit 

p 4-5 p p -i- £ p 4 4 - q q (y ■+• 2 * P P -+- £ P 4 ) = 

+ 2 p / A (a -+- 5 />* -+- C p* 4- e p 6 ) 

p 4-5 q q 4- t q 4 h- p p (y 4* 2 e q q 4- K fO — 

^ 2 q Y A (fi — H ^ 4 " C q* — J- e q *) , 

quae binae quidem aequationes inter fe conueniunt , fed ob 

F f f 2 am- 
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ambiguitatem fignorum in ipfa aequatione differentiali ambae 
notari debent, ambiguitate inde fublata. Vtrinque autem haec 
aequatio rationalis refultat 

c=Za.-h2p(pp-t-qq)-hy(p'-\-f)-\-zSppqq 

-+-*eppqq(pp-\-q ?) 4- < P* f- 

Corollarium i. 

6$6. Si conflans M ita fumatur, vt fiat Amo, ob- 
tinetur integrale particulare huius formae qq — L±-Lj|Jj, quod 
etiam a polleriori cognofcere licet. Vt enim fatisfaciat fumi 
debet 

a G’ + ^ E G G *4~ c E E G + c E J zzz o , 
vnde ratio E : G definitur , tum vero inuenitur F m — G et 
denique 

- — c E G — ■ i r E E 2 a G G “4" 2 b E G 4* c E E 

o"u «E * 

Corollarium 2. 



637. Conflans M ita mutetur, vt fit M — 

fietque 

a= — aa, $—J 7 ' V— — V* 

^ — ^be-cc^-3^ ‘iae, 5 = ^2 -* -lf*+ac y et 

A ~ ( a -+- bff -h c f * -f- e f *) , 

et aequatio integralis erit 

aaff-+-a(a-h2bff-\-cf*)pp-i-aff(c-*-2eff)p* 

—qq[aa-2aff(c+2ejf)pp-i-ff(ccff-4.beff—4.ae)p*] . 
— ~ ± iafp]/ (a -hbff cf *-*-(/*)((!-+- bpp-*-cp*-+-ep t ')i 
vnde patet pofito /> m o fore qq-zzff. 

Corol- 
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Corollarium 3. 

638. Haec aequatio facile in hanc formam transmu- 
tatur 

a ff(a -+- bp p ■+■ cp 4 -h e p‘) -+■ a p p (a bff-*- cf* -+- ef) 

-qq(a- cffppy-a effp p (ff-pp)'++effppqq( aff+app+tffpp) 
—±2fpy'a(a-hbff-+-cf-+-ej*)a(a-hbpp-hcp*-hep i ) ; 

vnde ftatim patet fi fit e — o, fore hanc aequationem, radicem 
extrahendo 

// a (a bp p -+• c p*) ±_p /<7 (a -f- bff-+- cj A ) ~q(a—cffp p) 

quae elt integralis completa huius differentialis 

i£ l_ ii — o 

± Vid-t-b pp-hcp*) ±V{a-t-b qq-t- cq*) 

prorfus vt fupra iam inuenimus. 

Corollarium 4. 

639. Simili modo patet in genere, quando e non eua» 
nefcit, integrale completum ita commodius exprimi pofle 

[fVaCa+bpp+cpt+ep^+p /a (a-t-bff-i-cf*-*~ep)]*zz 
q q ( a-cffppy - 4 - o effpp (ff—ppy - 4 effpp q q (aff+app+bffpp\ 
quae ergo cum pofito p — o fiat q ~ /, refpondet huic funtfio- 
num tranfcendentium relationi 

± n : p zt II : q — hh II : o ± II 

Scholion 1. 

640. Genera igitur funtfiionum tranfcendentium, quas 
hoc modo perinde atque arcus circulares inter fc comparare 
licet, in his binis formulis integralibus continentur 

f s z ■ et r a z 

J riA + iBt + iij,iliziflz') * /l« + li*+ci 4 + n # ) 

neque haec methodus ad alias formas magis complexas exten- 
di pofle videtur. Neque etiam pofterior in denominatore po- 

F f f 3 tefta- 
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teftates impares ipfius z admittit: nili forte fimplex fubftitutio 
redudioni ad illam formam fufficiat. Facile autem patet hu- 
iusmodi formam 



/ 



9 8 

y(A + il)l+CjJ+iUs 1 + E.~z* + t's>-)-U2*]' 



hac methodo tradari certe non pofie; fi enim coefficientes ita 
eifent comparati, vt radicis extradio fuccederct, talis formula 
f 3 \z-+- e ~> P r0£ hrct, cuius integratio, cum tam loga- 

rithmos quam arcus circulares inuoluat, fieri omnino nequit, 
vt plures huiusmodl fundiones algebraice inter fe comparen- 
tur. Caeterum prior formula latius patet quam poftcrior, cum 
haec ex illa nafcatur pofito A — o , fi z z loco 2 fcribatur. 
De priori autem notari meretur, quod eandem formam feruet, 
etiamfi transformetur hac fubftitutione z ~ prodit enim 

J V[ A ( y+$y V* H 7-t-4 yi 1 -*- C( i 1 i >-(-$ > i 2 -t- a L) { ci+fty )' (7+J H- E I a -f /»J 5 



ex quo intelligitur quantitates a, ( 3 , y, 5 , ita accipi pofTe, vt 
poteftates impares euanefcant. Vel etiam ita definiri poterunt, 
vt terminus primus et vltimus euanefcat , tum enim pofito 
y — uu , iterum forma a potefiatibus imparibus immunis na- 
fcitur. 

Scholion 2. 

64.1. Sublatio autem poteftatum imparium ita com- 
modiflime inftituitur. Cum formula 



A -4— 2 B 2 — C 2 2 — f— 2 D 2 3 —f- E z* 
certe femper habeat duos fadores reales, ita exhibeatur for- 
mula integralis 

/ 3 8 

Via -t- at z -1- c * s) (/ -+- e g s-f- b z z) * 

quae pofito z = abit in 

r (P 7 — n S) 9 y 

' VW7+S'»*+*&(*+i 3 J'H7+*»+eia-Hb , ) ! ‘J t/17+^a 1 a -H 3 J , )t7-Wj')+W«+P>>*J» 

vbi 
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( ayy -+- zbay -hcaa)-h 2 (a yS-+-baS ■+■ b(3y -+- ea(Z)y 
-h(ac>5-h2b(3$-i-cp (3)yy 
(Jyy + 2gay + iaa)+2(/y5 + g«5 + g(3y + ia (3)f 
-hCfSS-t-zgpS-hbp&yy 
quodfi iam vtroque terminus medius euanefcens reddatur, fit 

J — b y — c a — g y — h a 

|F ay -+- b a~ /> + {1 * 



hincque 

bfyy -f- ( bg-t-cf)ay -+-cgaa.~agyy-+- ( 'ab-*- bg)uy-hbbaa 



feu 



«y (gfr — cf)ay-Hbh — c g\ a a 

Y Y 57 — a g * 



vnde fit 

“Y. — ah — cf-+-Y[(ah— cf)*-h4[bf — qg)(bb— c ' 

a a {&/ — ag| 

Hinc fufficere poflet eas tantum formulas, in quibus potefia- 
res impares defunt, tradafle, id quod initio huius capitis fe- 
cimus, fed fi infuper numerator accedat, haec redu&io non 
amplius locum habet, 



• Problema 85. 

642. Denotante n numerum integrum quemcunque , 
inuenire integrale completum algebraice expreflum huius ae- 
quationis differentialis 

'3 y n 3 x • 

V( A 2 B > -t- C > > -t- a U E j*) Y ( A -+- » B x -f- C i* +sUx> -t-Jt, x~l * 

Solutio. 

Per fun&iones tranfcendentes integrale completum eft 
II : y ~ n II : x -f- Conft. 

At vt idem algebraice expreflum eruamus, pofito M— C~L, 
fit per formulas fupra ( 62 7.) inuentas 

a — a 
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a=4(AC— BB-f-AL), (3r 4AD-H2BL, y=4AE— LL , 

^=4(CE — DD-f-EL), e^BE-t-aDL, 5r4AE-+-4BL>4-2CL-+-LL, 
et 

AzL 3 + CL*+4’(BD-AE)+ + (ADD + BBE-ACE). 
Quibus pofitis fi fuerit 

(3 H— 5 p -+- £ p p -f- q (y ■+■ 2 £ p -+• % P p) — 

a / A (A + 2 B /> 4- C p 1 -f- 2 D p 3 -f- E /> 4 ) 

$- J rZq-\-zqq- J rp(Y->r- 2 tq-+-Z t qq)~ 

— 2/A(A4-aB?4-C? a 4-2D$r 3 4-Ef 4 ) 
erit II : q ~ II : p -f- Conft. 

Cum autem hae duae aequationes inter fe conueniant, et in 
hac rationali contineantur 

«t 4- 2 p (P -f- q) *+■ y (p p -H q q') 

-+~2$pq-\-2epq(p-\-q')-{-%ppqq = 0 
fi fumamus, pofito p — a fieri q~b , conftaus illa L ita 'de- 
finiri debet, vt fit 

a 4- 2(3(a + i) + y(flfl + H) 

— f— 2 § a b — j— 2 e o b (a — f— b ) —f- % o o b b o , 

eritque 

IT:fn:II:p-4-n:^ — 

vbi iam nullum inefl diferimen inter conflantes et variabiles. 
Ponamus ergo p — b , vt fit 
II : ? 2 II : p — II : a 

atque huic aequationi fuperiores aequationes algebraicae con- 
veniunt, fi modo quantitas L ita definiatur, vt fit 
a -f- 2 (3 (a -f- p) -f- y (a a -f- p p) 

-\-2$ap-i-2eap(a -\-p)-\-% a ap p o, 

vnde deducitur 

it 
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i L (a—p)* — A *+- B ( [a-hp ) -t- C a p-*- Dap (a-*-p) -t- E aapp 

•±_ Y (A-+- iBa -+- Caa-*-zDa 3 -¥- Ea 4 ) (A-+-2Bp-f-Cpp-f-::Dp 3 -f- E p 4 ). 

Hoc ergo valore pro L tonflituto, indeque litteris a, p, y, 
5, £ per fuperiores formulas rite definitis, fi iam p et q 

vt variabiles, a vero vt conflantem fpe<flemus, erit haec ae- 
quatio 

a- f- 2(3(p-*-q) -+■ •y(pp-^yq) ■+■ z^pq+zspq^p+q^^ppqq-Oi 
integrale completum huius aequationis difFerentialis 

d q : S p ' 

Y(A-hzUq-*-Cqq + JDi>-t-L^) Y l A — t- a B p -f- t pp -+- s D p> -+- Ef>«) * 

Poftquam hoc modo q per p definiuimus, determinetur r per 
hanc aequationem 

a -+- 2 (3 (?-+-r) -f-y {qq+rr) -+• zeqr (q-i-r)-h%qqrr-Op 

erit 

IT:r — II : ? := II : p — IT: a, 
quoniam, pofito et r — p, littera L, quae in valores 

P, y, 5, e, £ ingreditur, perinde definitur vt ante. Quare 
cum fit 

IT : ^ ~ a II : p — II : <7, erit II : r =: 3 II : p — a II : a; 
vndc fumto a conflante, illa aequatio algebraica inter q et r, 
dum q per praecedentem aequationem ex p definitur, erit in- 
regrale completum huius aequationis difFerentialis 

d_r 3 jft ■ 

T|A + iBr + Crr + »Uri ■*- K r») Vi A ■+• t B p.-f- Cp p-4-2l)p l -hKp*)‘ 

Hoc valore ipfius r per p inuento, quaeratur s per hanc ae- 
quationem 

a-+- 2 (3 (r-t-s) y (rr-i-ss) -h 2 $rs-b 2 Ers(r-+-j)-*-%rrss — o, 
retinente L femper valorem primo affignatum, eritque 

II :r — II:r^:n:p — TI:a 9 feu II ; s := 4II :p — 3 II : a 
vnde ifta aequatio algebraica erit integrale completum huius 
--■i Ggg aequa- 
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aequationis differentialu, 

3* 43» 

yilA-fr-ftUf-t-LJX ■+•* Dx* -ihE s*') " ' ^(A+tBp-K p p -t- p* -t- L p+j* 

Cum hoe modo quousque libuerit progredi liceat, perfpicuum 
eft, ad integralc completum Imius aequationis differentralis in- 
veniendum 

3z - it 3 » 

/(A + 5B* + Cis + tUs' + Es*) V"( A-h» bf -+-C f f + J>J 

fequentcs operationes inftkui oportere. 

x.) Quaeratur quantitas L, vt fit 
i k (P — a T — A -+■ B (a -+■ p) -+- C ap -+- D ap (a -+- p) ■+■ E a app 
hh -j/ (A-H2Btf-f-CtfC‘+-2D*r 3 -+-Etf 4 )(A-+-2Bp'*-C/>/>-(-2Dp 3 -*-Ep 4 ) 

e.) Hinc determinentur litterae a % ( 3 , y, e, per 
tas formulas 

• 4 (AC— BB-t-AL), (Jr+AD-f-aBL, yr^AE-LL, 

<=4(CE-DD-hEL), «=4BE-k 2DL, 5r 4 AE-i-4BDH-2CL-t-LL. 

3. ) Formetur feries quantitatum p,y,r,.j,f, .....z,' 
quarum prima fit p, fecunda q, tertia r etc. vltima vero or- 
dine n fit Zy quae fuccefiiue per bas aequationes determi- 
nentur 

“ 2 P (P ■+* 9 ) ■+■ V ( P P ~*~ 9 f) ■+* 2 5 p q -+- 2 ep q (p ■+■ f) -+- %p p q q r o 

a-tr 2 (J(^H-r) -+-y (?f -+- rr)-hzSqr 2 eyr (q-t-r')-^ %qqrr—Q 

a-+r (r-w) -t~y(rr -+- sj)-i-zSrs -+- ztrs (r-t-s) ■+■ %rr ss zo 

etc. 

donec ad vltimam z perueniatur. 

4. ) Relatio quae hinc concluditur - inter pete, erit in» 
tegrale completum aequationis differentiatis propofitae, et lit- 
tera a vicem gerit conflantis arbitrariae per integrationem in» 
giefTac. 

Corol- 
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Corollarium. 

643. Hinc etiam integrale completum inueniri poteft 
huius aequationis differentialis 

m $ y — n?x 

+ » Uy*-t-ty*) V(A + » Bx + Cxx 4- 2 D x s -t-Ex«p 

defignantibus m et n numeros integros. Statuatur enim vtrum- 
que membrum — yT A4-.hu et <l uaeratur bla- 
tio tam inter x ct «, quam inter y et «j vnde elifa u orie- 
tur aequatio algebraica inter x et y. 



Scholion. 

644, Ne hic extradio radicis in fingulis aequationi- 
bus repetenda ambiguitatem creet, loco vniuscuiusque vti con» 
veniet binis per extradionem iam erutis. Scilicet vt ex pri- 
ma valor q rite per p definiatur, primo quidem habemus 



9 



— (3 — tp — fpp-t-syACA-t-sB p -4-Cf>f»-4-gPjH-t-Ep<) 

>-+•*« f 



tum vero capi debet 

2/^(A + 2By + C^ + iD? s + E} , )r: 

— P — 5 y — £ 9 9 — P (y -h 2 e q -f- £ q q)i 
fimilique modo in relatione inter binas fequentes quantitates 
inueftiganda erit procedendum. Caeterum adhuc notari con- 
venit numeros integros m et n pofitiuos efie debere, neque 
hanc inueftigationem ad negatiuos extendi, propterea quod for- 
mula differentialis P ofito 2 ne S adu0 > 

naturam fuam mutat. Interim tamen cum hanc aequalitatem 
II : x -+- IT : y ~ Conft. 

fupra algebraice exprefferimus , eius ope quoque ii cafus re- 
foiui poliunt , vbi cft m vel n numerus negatiuus; fi enim 
fuerit 



II : s « II : p -f- Conft. 

Ggg a 



quae* 
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quaeratur vt fit 

II ;/ II : z = Conft. 

eritque 

n : y ~ — n n t p -tr Conft.. 



Problema 84. 

645. Si II : z eiusmodi. fundionem tranfeeudentem ip- 
iius z denotet, vt fit 

II • ~ c z-+- g 'z z-h p g*-4- g z« ) 

comparationem, inter huiusmodl fundiones inueftigare.' 



Sorutro. 

Ex coefficientibus; A,. B, C, D, E, vna cum conflante 
arbitraria L determinentur fequentes, valores* 
az 4 (AC— BB -+- AL), pr 4 AD-<- 2 BL, yr^AE— LL, 

£~4(C E — DD+EL),, e~ 4BE-t-2DL, fc4AE-f-4BD-+-2CL-+-LL } 
et inter binas variabiles x et y haec conftituatur relatio 
. a+ 2 ( 3 (r+j')+'y (xx -*-jy) + 2-Sxy -+- zexy (x+y) •+■ %xxjy - o , 
eritque: 

.■ 1* 1- 12 ~ 0* 

V(A +a Bl + t x x ■+■ ! I)xi + t x«) *' -/(A-t- + + * 

pro qua: fine ambiguitate habetur 

r 2]/A(A^2B.r4-C.rjir-H2D.v 5 -+-E.* 4 ) 
p-+- 5 y-+- eyj+x (y-4-2 cy-hfyy)= 2 >/A(A- 4 - 2 B y-+-Cyy-+- iDy 3 -t-Ey*) 
exiftente 



A=zL 3 -+-CL*-f-4(BEF-“AE) L+ 4 (ADD+BBE-ACE), 



Quare fi ponamus 

ix H + i gU- C X* 40£l4-?I*)l 

V'(A + aB* + C** + *i)* , + ii* 4 J 



axr-f 2 5 Vi/ A, 

V\A. + *Bj + i.yy+tUy+£2*l ~ r 7 



\t fit 



n: y 
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IT : ^ -4- IT = Conft. + iV/A, erit 

■4-g[» , -jr a )-+-a(x»— ^i+eu»- j»] - 2 3 y j/A } feu 
^ ir <j* raix— ■vi-t-gix* — >*)-»-zhx 3 — -y» ) -»- g ia:-* — y*)] _ 

V V (1-+- + V —I— a e jc — ^ jc jc ) 

Ponatur nunc x -hy — t ct xyzuu, et quia dx + dj' = di 
et x dj,-i-ydx—du y erit dx=z x -^~, feu (x — y)d x 
= x d t — d u r tum. vero eft x — i r-h |/ (* 1 t — u). At 
his politionibus aequatio aflumta. induit hanc formam 

a-f- 2 (3 i + v t r-+- a. (5 — y) «-+• zel tc-t- %u u — 0 9 
vnde. fit differentiando> 

3 t (p y f -f. e «) -f- d u (5 — y -+- « r a) = o , ergo 

et 



X.9t — 



-(fr X -4- t t X -t- f It »1 



fiue 



• P y t -t - 1 u 

-v „ 3,, — ■?ur3-+-arx-4-fgx-f-' »i'y-+-«fx-H£xx)] 

OU p.+ m-t* 

ficque: habebimus 

axtx — >r . — — ; ergo 

3 V — — ju [qs 4-II + Q(tt — ip-ftun — »»)] f eil 
3 -V/- -+- if l®-t-£ t -t- 0(1 t — u)-4 -gi (i 1-*-“)] 

v ff — 'y-Hi + f» 

Eli vero aequatione illa refoluta. • 

, -Q-fii^T/r3 3 — ^ + t ryy + fl(-'Vtm-H ((-7^ l ‘“] fcu 

I y 

r — (3 — £ u -+- * v' A ( A -f- L tt •+■ E ti u ) 

f V 

vnde conficitur 

^ — 3« f® -+• <£t -+- 0 (f r— u g f (f t — m)l 

° V t V'ik'tA-t-Ltt-^Eint>< T 

idcoque* 

n : , + n : J. = 

Vel cum reperiatur 

Ggg. 35 *'= 
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qnae exprefiio abit in hanc 

„ — (J — 7) — it + j^AiL + aDf+Efll 

H ? _ 
rnde fit 

3 y — ai [g-f-gf- 4 -iDtH— — t>t n 

aVA.(L-t-L-t-»Ut -t-l.lt) 

ficque habebimus per t 

nvr-4.n ? y — rnnft.-^/ 9tHBf.CM.O(lt- at -t-ft(»-»ii»l 

J 7 iT+C+«UI+£(I) ’ 

quae exprefiio, nifi fit algebraica, certe vel per logarithmos , 
vel arcus circulares exhiberi poteft. Tum vero poft integra- 
tionem tantum opus eft, vt loco t reftituatur eius valor x -t-y» 

Corollarium 1. 



64-6. Si velimus, vt pofito arzzo fiaty-b, conftans 
L ita debet definiri, vt fit 

l L (b — a)* z Ah- B(a-t-b)-i-Cab-+- 1 D ab(a-hb)-t-'Eaabb 
rfc '/(A-+-2Ba-t-Cafl-i-2Da 3 -HEfl 4 )(A-+-2B^-+-C^-+- aD^-t-E^ 4 ), 
tum igitur conftans noftra erit zr II : a -f- n : integrali po- 

ftremo ita fumto, vt euanefeat pofito t zz: a H- b. 

Corollarium 2. 

647. Eodem modo edam differenda funtfionum n : x 
— TI : y exprimi poteft, mutando alterutrius formulae radicalis 
fignum , quo patfto formularum differendalium fignum alterius 
conuertetur. 



Corollarium 3. 

£48. Quantitas V comparationi harum funtftionnm in« 
iertiiens, erit algebraica, fi haec formula diffcrentialis 

»t [g-<-g^i-+-:&tr— y-t-tt-t-ein+v raix — -yi-f-.T* , ^tnn 

inte- 



Digitized by Google 




CAPVT VI. 



423 

integrationem admittat; quia altera pars (£) -f- 2 (£/) 

per fe eft integrabilis. 

Scholion. 

649. Hoc ergo argumentum plane nouum de com- 
paratione huiusmodi funftionum tranfcendentium tam copiofe 
pertra&auimus , quam praefens inftitutum poftulare videbatur. 
Quando autem eiui applicatio ad comparationem arcuum cur- 
varum , quorum longitudo huiusmodi funftionibus exprimitur , 
erit facienda , vberiori euolutione erit opus , vbi contemplatio 
Angularium proprietatum , quae hoc modo eruuntur, eximium 
vfum afferre poterit. Commode autem hoc argumentum ad 
do&rinam de refolutione aequationum differentialium referri 
videtur , fiquidem inde eiusmodi aequationum integralia com- 
pleta et quidem algebraice exhiberi poffunt, quae aliis metho- 
dis fruflra indagantur. Hunc igitur huic fedionis finem faciet 
methodus generalis omnium aequationum differentialium inte- 
gralia proxime determinandi. 



I 



CA- 
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DE . 

INTEGRATIONE AEQVATIONVM DIFFERENTIA- 
L1VM PER APPROX1MATIONEM. 

Problema 35. 

€$o. 

Propofita aequatione differentiali quacunque \ eius integrale 
jcompletum vero proxime aflijjnare. 

Solutio. 

Sint .v et y "binae variabiles, inter quas aequatio diffe- 
rentialis proponitur , atque haec aequatio huiusmodi habebit 
formam vt fit 1 2 — V, exiflente V fundionc quacunque ipfa- 
rum x et y. Iam cum integrale completum defideretur , hoc 
ita eft interpretandum, vt dum ipfi x certus quidem valor pu« 
ta x ~ a tribuitur, altera variabilis y datum quemdam valorem 
puta y ~b adipifcatur. Quaeftionem ergo primo ita trade- 
mus , vt inueftigemus valorem ipfius y , quando ipfi x valor 
paulisper ab a difcrepans tribuitur, feu pofito x~a-f-w, vt 
quaeramus y. Cum autem fit particula minima , etiam va- 
lor ipfius y minime a b difcrepabit; vnde dum x ab a vsque 
ad a -f- u tantum mutatur, quantitatem V interea tanquam con- 
flantem fpedare licet. Quare pofito x ~ a et y - b fiat V:A, 
et pro hac exigua mutatione habebimus ^|=:A, ideoque in- 
tegrando y ~ b -f- A (jr — a) , eiusmodi fciiicet conflante ad- 
iefla, vt pofito x — a fiat y — b. Statuamus ergo rru+w, 

fiet- 
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fietque y ~ b -f- A u. Quemadmodum ergo hic ex valoribus 
initio datis x ~ a et y — b , proxime fequentes x ~ a u 
et y — ^-f-Ato inuenimus, ita ab his fimili modo per inter- 
valla minima vlterius progredi licet, ouoad tandem ad valores 
a primitiuis quantumuis remotos peruei iarur. Quae operatio- 
nes quo darius ob oculos ponantur, fequenti modo fuccelftue 
in(ti tuantur. 



valores fuccefTui 



<7, a'\ a"'. 


" IV > 


• • 


. . 'jr, x 


b , b\ b ", b"\ 


b'\ 


• • 


• • 'y -> y 


A, A', A", A"\ 


A IV , 


• • 


. . "V, V. 


primis x — a et 


y-b 


datis , 


habetur V = 



Jpfius 

x 

y 

v 



tum 

vero pro fecundis erit i / ~i + A(a / — a ), differentia a' — a 
r inima pio lubitu affumta. Hinc ponendo x — a' et y — b' 
colligitur V~A / , indeque pro tertiis obtinebitur b" ~ b' 
-ff- A / (a." — a.') , vbi polito x a" et y — b" inuenrur 
V r A". Iam pro quartis habebimus b' // -b"-+-Pi. /, (a' // — af' ), 
hineque ponendo x — a"' et y — b''\ colligemus V = A /7/ , 
ficque ad valores a primitiuis quantumuis remotos progredi 
licebit. Series autem prima valores ipfius x fucccffiuos exhi- 
bens pr- lubitu accipi porcfl, dummodo per interualla minima 
afeendat vel c.iam delcendat. 

Corollarium r. 

651. Pro lingulis ergo interuallis minimis calculus 
eodem modo inf ituiiur , ficque valores , a quibus fequen ia 
pendent, obtinentur. Hoc ergo rrodo lingulis pro x aflumtis 
valoribus, valores refpor.dentes ipfius y aliignari poffiint. 

Corollarium 2. 

6 52. Quo minora accipiuntur interualla, per quae va- 
lores ipffus x progredi afiumuntur , eo accuratius valores pro 

Hhh fin— 
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lingulis eliciuntur. Interim tamen errorem in < 1 n<*viHs commiffi, 
ctiamfi fint multo minores, ob multitudinem coaceruantur. 

Corollarium 3. 

<553. Errores autem in hoc calculo inde oriuntur^ 
quod in Ungulis iutertialiis ambas quantitates x et y yt con- 
flantes fpe<ftemus , ficque funiflio V pro conflante habeatur. 
Quo magis ergo valor ipflus V a quouis interuallo ad fequen* 
immutatur, eo maiores errores funt pertimefeendi. 

Scholion r. 

554. Hoc incommodum imprimis occurrit, vbi valor 
ipflus V vel euaneicit vel in infinitam cxcrefcit , etiamfi mu- 
tationes ipfis x et y accidentes flnt fatis paruac. Hrs autem 
eafibus errores faltim enormes feqirenti trodo euitabuntur: fit 
pro initio huiusmodi rmeruallt jr — a et y — b . tum vero in 
ipfa aequatione propofita ponatur x ~ a - 1 - tu et >• — i + 
vt fit ii — V, rn V autem ita fiat fubftitntio ar— a-f-tu et 
y~b- hvb, vt quantitates to et \|/ tanquam minimae fpetfiea- 
tur, reficiendo fcilicet ahiores poteftates prae inferioribus, hoc 
enim modo plerumque integratio pro his inreruallis aftu infti- 
tui poterit., Hac autem emendatione vix vnquam erit opus, 
nifi termini ex ipfis valoribus a et b nati fc deftruant. Ve- 
luti fi habeatur haec aequatio i 2 — ac pro initio de- 

beat eflTe x~a er y~<i; ram pro interuallo hinc hteipiente 
ponatur ar rz: a -+- ca et y — tr-t- habebiturque ii r — - , 

feu feu d oi — i!iii — — t ^ 

r_Li ' . - 

quae per e « ~ i — - multiplicata et integrata praebet 

c t - Li) « = / ( * - iij * d * 

quia pofito u ~ o fieri debet vp =: o. Hinc ergo habetur 

w z= 
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u feu a ( a' — a) — — (b' — £)*, exiftente 

b — a ; vnde colligitur pro fequente interuallo b' — b ~h 
y _ a (a' — a ) , quo cafu patet valorem x non vitra a augeri 
poffe, quia y fieret imaginarium. 



Scholion 2. 



6 55. Paflim traduntur regulae aequationum differen- 
tialium integralia per feries infinitas exprimendi , quae autem 
plerumque hoc vitio laborant, vt integralia tantum particularia 
exhibeant , praeterquam quod feries illae certo tantum cafu 
conuergant , neque ergo aliis cafibus vllum vfum praeftent. 
Veluti fi propofita fit aequatio d v -+-y 3 x — a x n d x , iube- 
mur huiusmodi feriem in genere fineere 

y — Ajf* + B x a ~*’ 1 -4- C x a ~ i ~ t -+- D x“" f ' s -+- E -+- etc. 
qua fubftituta fit 

* «Ar“ _1 +(*+i;B x"-t-(a-4-2) Cr‘ + *-»-(<w-3 ) D*“ ^ ‘-nete. __ Q 

. A -+- B ■+• C -t-ctc. 



■ax 



Statuatur ergo a — i ~ n, feu a — » -f- i , eritque A 
tum vero reliquis terminis ad nihilum redu&is 



a 

n-t-i 1 



B = 



— A 






C = 



— B 



D — 



etc. 



ficque habebitur haec feries 

_ ar , + ' ^ ax n +' 

^ «-+-I (b+i) ^+ 2 ) (b+i)(S+2) (» + 3 ) 

a * n ~ l ~ 4 etc . 

(«-i- 1 ) (w-+- 3) (« _ *"4) 

Verum hoc integrale tantum eft particulare , quoniam cuanc- 
fcente x, fimul y euanefeit, nifi » -+- 1 fit numerus negatiuus; 
tum vero haec feries non conuergit, nifi x capiatur valde par- 

Hhh a Tim- 
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vum. Quamobrem hinc minime cognofcere licet valores ip- 
fius qui rcfpondeant valoribus quibuscnnque ipfius x. Hoc 
autem vitio non laborat methodus , quam hic adumbrauimus , 
cum primo integrale completum praebeat , dum fcilicet pro 
dato ipfius x valore' datum ipfi y valorem tribuit, tum vero 
per interualla minima procedens, femper proxime ad veritatem 
accedat, et quousque libuerit progredi liceat. Sequenti autem 
modo haec methodus magis perfici poterit. 



Problema 86. 

656. Methodum praecedentem , aequationes differen- 
tiales proxime integrandi, magis perficere, vt minus a veritate 
aberret. 

Solutio. 



Propofita aequatione integranda tz — V, error metho- 
di fupra expolitae inde oritur , quod, per fingula interualla 
funftio V vt conflans fpedetur, cum tamen reuera mutationem 
fubeat , praecipue nifi interualla ftatuantur minima. Variabili- 
tas autem ipfius V per quoduis interuallum fimili modo in 
computum duci potefl , quo in fe&ione praecedente §. 321. 
vfi fumus. Scilicet fi iam ipfi x conueniat y, ex natura difFe- 
rentialium ipfi x — ndx vidimus conuenire 

y _ „ d y -+- a dy — n(n -»- ,11,l - , - al a* y -4- etc. 

** I. 2 I. 1. 3 ^ 



qui valor fumto n infinito erit 

y n a y _L_ n%idy n» >1 y . " 4 ^3L. ctc . 

^ K 2 1.2. 3 I. 2 . 3. 4 

Statuatur iam x — n d x =: a et 



y — ndy-\- "JLiiJ? — — etc. = b , 

' X. 2 X. 2.3 X. 2 . 3- 4 7 

hicque valores in quouis interuallo vt primi fpedentur , dum 
extremi per x et y indicantur. Cum igitur fit , fiet 

y = 
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V — b -+- ( x ~*> _ (* — «)» Zdy + (* — g)»3»y _ ix-«)*»*y c(c ^ 

J jX I.* i*' I.I.JjI 1 I.a.J. 4 JJt* 

quae exprefiio, fi x non multum fuperat a, valde conuergit, 
ideoque admodum eft idonea ad valorem y proxime inueni- 
endum. Verum ad fingulos terminos huius feriei euoluendos, 
notari oportet eflfe 12 ~ V, hineque ~2 ~ i Cum autem 
V fit fundio ipfarum x et y, fi ponamus d V — Mdjr-+- N dy, 
ob 12 — V, erit ilg ~ M N V, leu exprimendi modo iam 
fupra expolito == ■+• V ( quae expreflio vti nata 

eft ex praecedente V, ita ex ea nafcetur fcquens 

& = 04r v ) - Cf5> - - v C - V (ip- - V vcfi?) . 

Quoniam vero ipfe valor ipfius y nondum eft cognitus, hoc- 
modo faltem obtinetur aequatio algebraica , qua relatio in- 
ter x et y exprimitur i nili forte fufficiat in terminis pofuifle 
y-b. 

Altera autem operatio §. 322 . expolita valorem ipfius 
y , qui ipfi x in fine cuiusque interualli refpondet, explicite 
determinabit, cum in initio eiusdem interualli fuerit x — a 
et y — b. Cum enim hinc polito x zzz a -±- n d a , fi quidem 
a et b vt variabiles fpedemus, fiat 

y = b+ndb-+- L> 3 3 b -+- " tn --«Jilrl 1 d* b ■+■ etc. 

^ |*2 I. 2. 1 

quia eft ideoque numerus infinitus, erit 

y — b -+- |x ~ «)■>*> _i_ ( * — «)» a * & _j_ 1 * — a)*<>>b . etc . 

1. 2 d a a x* a» i d a* 

Eft vero V, fiquidem irt fundione V feribatur x ~ a et 

y~b ; tum vero- iisdem pro x et y valoribus fubftitutis, erit 
iy — (iY) 4- V(|^) et 

U = (&)~‘V(g£)Zvv (*£) + (jp [(|5 -v(|pj, 

vnde fequentes fimili modo formari oportet. Sit igitur poft- 
, Hhh j quam 
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quam, fcripfcrimus x~a ct y — b, 

12 — A 3 — R y — c ** y — n etr 

zi — A » JT’ — dT* — 7T* — U ’ CtC# 

ac valori x~ a - f- u conueniet ifte valor 

y b — f— A to — f— i B l C cu 3 — i— D — H ctc. 

qui duo valores iam pro fequente interuallo erunt initiales ^ 
ex quibus fimili modo finales erui oportet. 



Corollarium 1. 

657. Quoniam hic variabilitatis funflionis V ratio- 
nem habuimus, interualla iam maiora ftatuere licet, ac fi illas 
formulas A, B, C, D, etc. in. infinitum continuare vellemus, 
interualla quantumuis magna afiumf poffent, tum autem pro 
y oriretur feries infinita. 

Corollarium 2. 

<?5 8. Si feriei inuentae tantum binos terminos primos 
fumarr.u., vt fit y — i + Au, habebitur determinatio praece- 
dens , vnde fimul patet errorem ibi commiiium fequentibus 
terminis iundim fumds aequari. • , . 



Corollarium 5. 

659. Etiamfi autem feriei inuentae plures terminos 
capiamus, confultum tamen non erit interualla nimis magna 
conilitui, vt oi valorem modicum obtineat, praecipue fi quan- 
titates B, C, D, etc. euadant valde magnae. 

Scholion. 

660. Maximo incommodo hae operationes turbantur, 
fi quando horum coefficientium A, B, C, D, etc. quidam 
in infinitum excrefcant. Euenit autem hoc tantum in certis 
interuallis , vbi ipfa quantitas V vel in nihilum abit vel in in- 

fini- 



* 

r 
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finitam, cui incommodo, quaemadmodum fit occurrendum , 
jam innuimus et mox accuratius oftendemus. Caeterum calcu- 
lus pro fingulis interuallis pari modo inftituitur, ira vt cum 
cius ratio pro interuallo primo fuerit inuenta, quod incipit a 
valoribus pro lubitu adurntis xzza ety — b, eadem pro fe- 
quentibus interuallis fit valitura. Cum enim pro fine inter- 
▼alli primi fiat ; 

x — a -f- w — a' et 

y zz. b -c- Au + iBu' + ICU 1 etc. rr b* t 

hi erunt valores initiales pro interuallo fecundo, ex quibus 
fi n, ili modo finales elici oportet; hic fcilicet calculus innite- 
tur perinde litteris <i / et ac prior litteris a et b y id quod 
clarius ex exemplis fubiunctis patebit. 



Exemplum i. 

66 r. Aequationis differentia! is d y — 3 x (** cy) in- 
tegrale completum proxime inuejiigare. 

Cum hic fit V zz 3 -£zz x* -+• cy , erit differentiando 

= n x n ~ 1 c Jt n -i- c cy . 

0 X r 

ficque porro 

— n (n — i) jr n ”* -+- n c x n ~ x -+- c c x* -+- c 3 y 
| * (»—!)(»— 2 )x ll ~~ 3 -+-n^n—i)cx n ~ t -*-nccx H ~~ I -*-c 3 x % -+-c*jr 

etc. ✓ ‘ 

Quod fi ergo ponamus valori x zz a, conuenire yzzb t alii 
cuicunque valori conneniet 

yzz.b-+-ia f cb -f- j w* (ccb-y-c a n -+- n a n ~ *) 

-h | w* [*.* J A -b- c ca n -+- nca n ~ l -y-n(n — *)/?"” } 

4 - 14 x 4 [tf b+ c* a n -+ncca n ~ r -+-n(n— i )ca % ~ *-+»(«— s («— z)a n ~ i '\ 

ctc. 



quae 
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- quae feries fumta quantitate u faris partia, qtianfumuis promte 
conuergit, ficque pofito a + u rr et refpondente valore ip. 
fiu sy~b\ hinc fimili modo ad fequentes perueniemus, quam 
opera ionem , quousque lubuerit, continuare licet. 

Exemplum 2 . 

€6 2. Aequationis different ialis 3 y 3 ar (ar ^ -f -y y) 

in ‘egralt completum proxime muejiigare 

Cum hic fit = V = ar x-r-yy, erit continuo diffc- 
rentiando 

~2x-*-2Xxy-i- 2i* et 

• * • . ...... • i " ^ 

1 ^=* *+-4 xy-*- 2 a* 4 - 4-8 xxyy + 6 y* 

~ = 4 y+izx 3 -*- *oxyy+ i 6 x*y +ox xy* - 4 - n-y* 
= 40jr*-H24.y-4-i04.ar J ^-i- izoxy*-*- i6jc*-k 136 

-+- 240 x'y 4 -*- z 20 y*. 

Quare fi initio fit xz=.a et y — b^ erit 
A ~ a a -y~b b 

i + - « 

B — 2 a ■+• 2 a ab ■+■ zb 1 
C — 2 -i-^ab +2 a* -t-&aabb-*- 6 b* 

D~ 4 ^ + 1 2 a’ -+-20 abb-s- i 6 a A b-+- 40 a a b' -+- 24^* 

E =4oa*-i- 24 b * -4- 104 a 3 b +- 120 ab 3 -*- 16 a * -+- 136 a* b * 

-4- 240 a' b* -+- x 20 b * 9 

vnde valori cnicunque alii x rr a -+- u conueniet 

y — b -4- A ea i B tu* -f - 1 C iu s ■+■ 14 D w* -4- T » 0 E u‘ -+- etc. 

atque ex talibus binis valoribus, qui fint xzz:a' et y~b\ de- 
suo fequentes elici poliunt. > 

. .a 

Scho- 
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Scholion. 

665. Quoniam totum negotium ad inuentionem ho- 
rum coefficientium A, B, C, D, etc. redit, obleruo eosdem 
fine differentiutione inueniri pofle, id quod in hoc podremo 
exemplo — .v x -\-y y ita praedabitur. Cum datuamus po- 
lito x — ci fieri y~b, ponamus in genere x zr a -f- u et 
y — b et nodra aequatio induet hanc formam 

d h) 

et quia euanefeente 00 fimul euanefeit 4/, fumamus 
\J/ — a ea -+- (3 tu* -+- y “ 3 -+■ 5 oi 4 -r- sto 5 -+- etc. 
hocque valore fubdituto prodibit 

a -+- 2f3u-|-3yu I -l-45a) 3 -4-5 e w 4 -f- etc. zz 
aa -f- bb -\- 2 a w -f- oho 

-f- 2 a^ca-f- 2 fib &>* -f- 2y£uj 3 -f- z^buf -f- etc. 

' -J-a 4 U)* 2 a| 3 aj 3 -h zetybi* -f> etc. 

-+- (3 |3 u> 4 

fingulis ergo terminis ad nihilum redudis fiet 

a. — a a b b , 2 (3 zz 2 a b -+- 2 <z, 3 y — 2 {3 b -1- a a ■+■ 1 , 
4 . 5 zz 2 y£-+- 2 a| 3 , 5 ezz 25 ^-<- 2 ay-+-f 3 | 3 , 

6 % ~ z 2si+iad + i( 3 y, etc. 

vnde iidem valores qui fupra per differentiationem eliciuntur. 
Vti haec methodus fin plicior ed praecedente , ita etiam hoc 
illi praedat, quod femper in vfum vocari poflit, cum illa in- 
terdum frudra applicetur, vcluti in exemplis allatis euenit, fi 
valores initiales a et b euanefcant, vbi plerique coefficientes 
in nihilum abirent. Quod idem incommodum iam fupra ani- 
maduertimus, cum adeo euenire poflit, vt omnes coefficientes 
vel euanefcant, vel in infinitum abeant. Verum hoc nonnifi 

I i i in 
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in certis interuallis vfu venit, pro quibus ergo calculum pe- 
culari modo inftitui conueniet; reliquis autem interuallis me- 
thodus hic expofita per diffcrcntiationem procedens commo- 
dius adhiberi videtur , quippe quae faepe facilius inftituitur 
quam fubftitutio, certisque regulis continetur, femper locum 
habentibus etiam in aequationibus tranfcendentibus. Quare 
pro Angularibus illis interuallis praecepta tradere oportebit. 

Problema 87. 

66 4. Si in integratione aequationis — V pro quo- 
piam interuallo eueniat, vt quantitas V vel euanefeat, vel fiat 
infinita, integrationem pro illo interuallo inftituere. 

Solutio. 

Sit pro initio interualli, quod contemplamur x—act 
y~b , quo cafu cum V vel euanefeat vel in infinitum abe- 
at, ponamus — L, ita vt pofito x~a et j-b, vel P vel 
Q vel vtrumque euanefeat. Statuamus ergo vt ab his termi- 
nis vlterius progrediamur, ar ~ 0 tu et j = £ -j- \{/ , fietque 
atque tam P quam Q erit fun&io ipfarum cu et vp, 
quarum altera (altem euanefeat, fa&o tu — o et v|/ — o. Iam 
ad rationem inter tu et \J/ proxime faltem inueftigandam , 
ponatur \(y-wiu n , erit m n to n *, hineque *» wQtu n — '-P; 
vbi P et Q ob ~ m tu“ meras poteflates ipfius tu contine- 
bunt , quarum tantum minimas in calculo retinuifTe fufficit , 
cum altiores prae his vt euanefeentes (pedlari queant. Infi- 
mae ergo poteftates ipfius tu inter fe aequales reddantur, fi- 
mnlque ad nihilum redigantur ; vnde tam exponens n quam 
coefficiens m determinabitur. Si deinde relatiouem inter tu et 
\J/ exatfiius cognofcere velimus, inuentis m et n, ad altiores 
poteftates afccudamus ponendo 
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4 » = tw &} n -+- M w n ^ -i- N «o* y etc.' 
hincque fimili modo fequentes partes definientur, quousqu» 
ob magnitudinem interualli feu particulae u neceflarium vifum 
fuerit. 

Corollarium i. 

66$. Si pofito x~a et y — b, neque P neque Q. 
euanefcat, fubftitutione adhibita reperietur — hinc- 

que proxime a 9 4 — Adeo et 4 — ^ ^5 qui eft primus ter- 
minus praecedentis approximationis , quo inuento reliqui vt 
ante fe habebunt. 

Corollarium 2. 

666 . Si a tantum euanefcat, habebitur 
(M i/+Nf etc.) = A 

proxime : vnde pofito 4 — m 

A — mn cd ’ 1- ' 1 (M -+- N w v w n *)> 
quod autem non valet, nifi fit v (i — p.) > [jl feu v > . 

Sin autem fit k <? _ii— , ftatui debet n — o feu 
n — altero termino vt infima poteftate fpetfata. At fi 

fuerit v — , ambo termini pro paribus poteftatibus erunt 

habendi, fietque « — i — [x et Ar:»(#(M+N m’), vnde m 
definiri debet. 

Scholion. 

667. In genere hic vix quicquam praecipere licet , 
fed quouis cafu oblato haud difficile eft omnia, quae ad fo- 
lutionem perducunt perfpicere. Si quidem omnes exponentes 
effent integri, regula illa Neutoniana , qua ope parallelogram- 
xni refolutio aequationum inftruitur, hic in vfum vocari pof- 

1 i i a fet , 
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fct; tum vero exponentium fradorum ad integros rcdudio fa- 
tis elt nota. Verum huiusmodi cafus tam raro occurrunt, vt 
inu-ile foret in praeceptis prolixum e!fe, qoae quouis cafu ab 
exerci ato facile conduntur. Veluti fi perueniatur ad lianc ae- 
quationem (a ]/ u (i 40 xz y , ex fuperioribus patet pri- 
mam operationem dare vnde fit , 

vnde m inr.otefcit idque duplici modo. Quin etiam haec ae- 
quatio, pofito ad homogeneitatcin reducitur, ideouue 

fenera integrari potcft: verum haec vix vnquam vfum habitu- 
ra fufius non profequor, fed, quod adhuc in hac parte per- 
tradandum reftat exponam, quomodo eiusrrodi aequationes 
differcntiales refolui oporteat, in quibus differentialium ratio 
puta ^2 — p vel plures obtinet dimenfiones, vpl adeo tran- 
fcendentir ingreditur, quo abfoluto partem fecundam, in qua 
differentialia altiorum graduum occurrunt, aggrediar. 
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DE 



RESOLVTIONE AEQVATIONVM DIFFERENTIALTVM 
IN QV1BVS DIFFERENTI ALIA AD PLVRES DIMEN- 
SIONES ASSVRGVNT , VEL ADEO TRANSCEN- 
DENTER IMPL1CANTVR. 

Problema 88. 

66 8 . 

JPofita differentialium relatione | 2z±:p, fi proponatur aequa- 
tio quaecunque inter binas quantitates x et p, relationem 
inter ipfas variabiles x et y inueftigare. 

Solutio. 

Cum detur aequatio inter p et x, conceffa aequatio- 
num refolutione, ex ea quaeratur p per x, ac reperietur fun- 
dio ipfius x, quae ipfi p erit aequalis. Peruenietur ergo ad 
huiusmodi aequationem p ~ X, cxiftente X fundione quapiam 
ipfius x tantum. Quare cum fit p— habebimus d^rXdx, 
ficque quaeftio ad fedionem primam eft reduda, vnde formu- 
lae Xdx integrale inueftigari oportet; quo fado integrale 
quaefitum ent y —fX d x. 

Si aequatio inter x et p data, ita fuerit comparata, vt 
inde facilius x per p definiri poflit, quaeratur x, prodcatque 
x = P, exiftente P fundione quadam ipfius p Hac igitur ae- 
quatione differentiata erit 5xr9P, hincque dy~pdx—pd¥^ 
vnde integrando elicitur yzzzfpd P, feu y ~ p P — /P d p. 
Hinc, ergo ambae variabiles x et y per tertiam p ita deter- 
minantur, vt fit 

x — P 
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x — P et y ~ p P — fVbp , 

Vnde relatio inter x et y eft mauifefta. 

1 

Si neque p commode per x , neque x per p definiri 
queat , faepe effici poteft , vt vtraque commode per nouam 
quantitatem u definiatur; ponamus ergo inucniri x — U et 
p “ V, vt U et V fint funtfiones eiusdem variabilis u. Hinc 
ergo erit dy — p b x — V 3 U, et y ~f V b U, ficquc x et y 
per eandem nouam variabilem u exprimuntur. 

Corollarium i. 

669. Simili modo refbluetur cafus, quo aequatio quae- 
cunque inter p et alteram variabilem y proponitur, quoniam 
binas variabiles x et y inter fe permutare licet. Tum aurem 
fiuc p per y , fiue y per p , fiue vtraque per nouain variabi- 
lem u definiatur, notari oportet, efle bx — tz. 

Corollarium 2. 

670. Cum / (d x* -f- d r*) exprimat elementum arcus 
curuae, cuius coordinatae rcdtangulae funt x et fi ratio 

VjAX lx dyt) — V C 1 H- P P\ feii , 

aequetur fundtioni vel ipfius x vel ipfius /, hinc relatio inter 
x et y inucniri poterit. 

Corollarium. 5. 

671. Quoniam hoc modo relatio inter x et y per 

integrationem inuenitur , fimul nona quantitas conflans intro- 
ducitur , quocirca illa relatio pro integrali completo erit 
habenda. , 

Scholion 1. 

672. Hadlenus eiusmodi tantum aequationes differen- 

tiales examini fubiicimus, quibus pofito p, eiusmodi re- 

latio 
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latio inter ternas quantitates x, y et p proponitur, vnde Talor 
ipfius p commode per x et y exprimi poteft , ita vt p — L* 
aequetur fun&ioni cuipiam ipfarum x et y. Nunc igitur eius- 
modi relationes inter x, y et p confiderandac veniunt, ex qui- 
bus valorem ipfius p vel minus commode, vel plane non, per 
x et y definire liceat; atque hic fimplicifiimus cafus fine du- 
bio efi, quando in relatione propofita altera variabilis x feu y 
plane deeft , ita vt' tantum relatio inter p et x vel p et^ pro- 
ponatur; quem cafum in hoc problemate expediuimus. Solu- 
tionis autem vis in eo verfatur , vt propofita aequatione inter 
xetp, non littera p per x, nifi forte hoc facile praedari queat, 
fed potius x per p , vel etiam vtraque per nouam variabilem 
u definiatur. Veluti fi proponatur haec aequatio 

x d x ady ~ b Y (3 x* d >’*), 
quae pofito ~ p, abit in hanc 
x p = b y (i p p), 

hinc minus commode definiretur p per x. Cum autem fit 
x ~ b /(i -f-pp) — a p, ob y— fpdx~px — /xdp, 
erit 

y — bpy( i +pp) — app — bfdp y (i ■+■ p p) ■+■ l app ; 

ficque relatio inter x et y confiat. Sin autem peruentum fue- 
Tit ad talem aequationem 

x 3 9 x 3 dy 3 — a x d x* dy feu x 3 -I- p 3 — a p x, 

hic neque x per p neque p per x commode definire licet; 
ex quo pono p — u x , vnde fit x -f- u 3 x ~ a u , hineque 
xzr-JL»- et p — Iam ob d x = colligi- 

tur y — a a f~ ? v 1 , ac reducendo hanc formam ad 

fimpliciorem 

Kkk y~ 
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y.— \aa. 
y — \a a. 



* «i* — i 
( I -t- u» )* 

4 tl* T 

(l -t- I»*)* 



— a g f feu 

J ll -t-u»)* 

*+* s a a • H- Cpnft. 



Scholion 2. 



6*73. Cum igitur hunc cafum, quo aequatio vel inter 
x et p vel inter y et p proponitur, generarim expedire licue- 
rit , videndum eft quibus cafibus euolutio fuccedat , quandp 
omnes tres quantitates x , y et p in aequatione propofita ia- 
funL Ac primo quidem obferuo , dummodo binae variabiles 
a et y vbique eundem dimenfionum numerum adimpleant, quo- 
modocunque praeterea quantitas p ingrediatur , refolutionem 
femper ad cafus ante traiftatos reuocari pofie; tales fcilicet ae- 
quationes perinde tra&are licet, atque aequationes homogeneas, 
ad quod genus etiam merito referuntur , cum dimenfiones a 
differentialibus natae vbique debeant effe pares, et iudicium ex 
folis quantitatibus finitis jr et y peri oporteat. , Quae ergo 
dummodo vbique eundem dimenfionum numerum conftituant, 
aequatio pro homogenea erit habenda , veluti eft 
x x d y — y y Y (d x* -f- d y') — o feu 
p x x — y y Y ( i -f- p p ) — o. 

Deinde etiam eiusmodi aequationes euolutionem admittunt, in 
quibus altera variabilis x vel y plus vna dimenfione nusquam 
habet , vtcunque praeterea differentialium ratio p ~ ingre- 
diatur. Hos ergo cafus hic accuratius explicemus. 

Problema 89. 

674. Polito p — 12 , fi in aequatione inter x, y et p 
propofita, binae variabiles x et y vbique eundem dimenfionum 
numerum compleant , inuenire relationem inter x et y , quae 
illius aequationis fit integrale completum. 

So- 
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Solutioi 

Cum in aequatione inter x, y et p propofita binae va- 
riabiles x et y vbique eundem dimenfionum numerum confti- 
tuant , fi ponamus y x , quantitas x inde per diuifionem 
tolletur , habebiturque aequatio inter duas tantum quantitates 
u et p y qua earum relatio ita definietur, vt vel u per />, vel 
p per u determinari poflit. Iam ex pofitione y — u x fequi- 
tur dy-udx-hxdu , cum igitur fit dy^pdx, erit p d x — 
udx — xdu, ideoque Quia itaque p per u datur, 

formula differentialis — L vnicam variabilem complediens per 
regulas primae fedionis integretur, eritque lx~f , fic- 
que x per u determinatur; et cum fit y — u x, ambae varia- 
biles x et y per eandem tertiam variabilem u determinantur , 
et quia illa integratio conflantem arbitrariam inducit, haec re- 
latio inter x et y erit integrale completum. 

Corollarium i. 

675. Cum fit ~ — —L . , erit etiam l x~ — l (p—u) 
quae formula commodior eft, fi forte ex aequatio- 
ne inter p et u propofita, quantitas u facilius per p definitur. 

Corollarium 2. 

676. Quodfi integrale f ~r u vel / per logarith- 
mos exprimi poffit , vt fit / = l U, erit / x = / C -+- 1 U ; 
hineque ar=CU, et CU«; vnde relatio inter x et y al- 
gebraice dabitur: et cum fit »r-L, haec tertia variabilis u 
facile eliditur. 

Scholion. 

677. Eandem hanc refolutionem fupra in aequationi- 
bus homogeneis ordinariis docuimus, quae ergo ob dimenfio- 

K k k 2 nes 
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nes differentialium non turbatur; quin etiam fuccedit, etiamfi 
ratio differentialium d ^2—p tranfcendenter ingrediatur. Hoc 
modo fcilicet refolutio ad integrationem aequationis differcn- 
tialis feparatae — — perducitur, quemadmodum etiam fu- 
pra per priorem methodum negotium fuit expeditum. Altera 
vero methodus, qua fupra vfi fumus, quaerendo faftorem qui 
aequationem differentialcm reddat per fe integrabilem, hic pla- 
ne locum non habet , cum per differentiationem aequationis 
finitae nunquam differentialia ad plurcs dimenfiones exfurgere 
queant. Non ergo hoc modo inuenitur aequatio finita inter 
.v et y, quae differentiata ipfam aequationem propofitam repro- 
ducat, fed quae faltcm cum ea conueniat, et quidem non ob- 
flante arbitraria illa conflante, quae per integrationem ingrefla, 
integrale completum reddit. 

Exemplum i. 

678. Si in aequationem propofitam neutra variabilium x 
et y ipfa ingrediatur , fed tantum differentialium ratio ~? — p y 
integrale completum affignare. 

Pofito ergo — Pi aequatio propofita folant variabilem 
p cum conflantibus complccletur , vnde ex eius refolutione , 
prout plures inuoluat radices, orietur pra, p- f3, p- y etc. 
lam ob p- |£, exfingulis radicibus integralia completa elici- 
entur, quae erunt 

y — a x -+- a, y = (3 x -f- £, y ~ y .v -+- c , etc. 
quae fingula aequationi propofitae aeque fatisfaciunt. Quae fi 
velimus omnia vna aequatione finita complefti , erit integrale 
completum 

(y — clx — a) (y — (3 * — b) (y — y x — r) etc. m o, 
quae vti apparet non vnam nouam conflantem, fed plures / 7 , 

b,e 
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i, c , etc. comprehendit, tot fcilicet, quot aequatio differen- 
tialis plurium dimenfionum habuerit radices. 

Corollarium i. 

679. Ita aequationis differentialis dy * — d x 2 — o feu 
p p — 1 — o, ob p--+- 1 ct p = — 1, duo habemus integralia 
y~x-\-a et y — — x~\-b, quae in vnum collefta dant 
(y - x — a) (y -h x — b) — o, feu 

y y — xx — (a b) y — (a — b) x a b ~ o. 

Corollarium 2. 

(580. Propofita aequatione 3 j 3 -*- 9 .* s -o feu p s -+-iro, 
ob radices p — — i , p — r » et p — 1 erit vel 

y — — x-*- a, vel y — t + x -+- b, vel y ~ 1 — x c, 

quae colle&a prebent 

}' + *> — (« -+- b c)yy 4 - (a — i=?=± b - f) * y 

a-+- b- 1- c) x x (a b-+- ac •+ -bc)y 

-i-(bc—L '~^ —ac— , ~ h l'~ 3 ab)x — abc — 0 ) 

quae aequatio etiam ita exhiberi poteft 

y 3 -+- x 3 — f y y — g x y — h x x A y + B.v+Ci:o, 

vbi conflantes A, B, C, ita debent efle comparatae, vt ae- 
quatio haec refolutionem in tres fimplices admittat. 

Exemplum 2. 

681. Propofita aequatione different iali 
y^x — x f (d x* 4- dy 2 ) — o , 
eius integrale completum inuenire . 

Pofito — p, fit y — x ]/(i -hpp) = 0; fit ergo 
y=zux, erit u~ /(i -+-£/>), et vndc per alt c . 

Kkk 3 »m 
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ram formulam 

Ix=-I(p~u)+f— >^ f>f --J(p-u)-fdp[p+y'(i- h pp)) 

it 

/dp-/(t -hpp) = \p /(i +pp) +ll[p-+-Y(l-hpp)]; 
vnde colligitur 

h f = C — 5 / [/(i+p/O — />] - l p /(i -+-/>£) - lp p 
vel 

lxZ=lC + \l[Y (l+pp)+p]-lp /(l-f- />/>)-*/>/>, €t 

^ — « X — x Y (p p -+- i). 

Exemplum 3. 

<582. Huius aequationis 

J d x — x dj — n x Y (d ** -+- dj?) 
tntegrale completum inuenire. 

Ob p, noflra aequatio eft y—px = nx-/(i -t-pp ) , 

quae pofito yz=.ux , abit in u — p — n Y C* -h p p). Cum 
ergo fit 

lx — ~l(p—u) -j-fJ-L. , erit 
l x — — /« / ( 1 -+~pp) — f —~*2 , 

hincque 

lx—C — / «/(i-f-pp) — \l[p~1rY + j>p)]. 
Quare habetur 

Jf =iT r ~7, [/(!+??) — P]\ « 

* = t/ c* ?) -pf- 

Cum nunc fit uu — iup -\-p p — n n -+-n n p p, erit 

P «-nVijtu^- 1 -nn) et |/^ x + p p) — -nu + Vlvu+-,~ n n) 

atque \ 

✓ 
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* [— nu-t~V(uu-*-i~ nnl] — . f — u -i- ✓(» u -t- i — n n)\n y — J 

a ( i — n n) ' i — n ' ^ ~jT* 

At fi u — i , erit p— 11=J, ^( 1 +^) = *-^, atque 



5 a ii 1 
u u -f- 1 * w 



sax* 



, feu y y -4- x x — 2 a x. 



ix n 

ryy 



xx-t-y y 

Si n — — 1, eft quidem vt ante 

« V(*+tP) = ^£= i > 

* vnde 

x — — 1“ fi/ f 1 p p} ■+■ p\ m _zt-* a ~~ : fi 

/iT-t- f p ) ^ 'J I-f-UU XX + J 

Ergo et jc — o, et x x -hyy -i- 2 a x — o. 

Scholion. 

683. Haec aequatio Tumendis vtrinque quadratis et 
radice p ~ ^ extrahenda, ad aequationem liomogencam ordi- 
nariam reducitur. Fit enim primo 

yy — 2 p xy p p x x =z n n x x n n p p x x$ ■ 
tum vero 

P x x 3 y y±n Vl y y -b x x — nnxx t 

“ 6 x i — n n * 

quae pofitoj' — ux feparabilis redditur. Vbi imprimis Cafus 
quo nn~ 1 notari meretur, quo fit yy — 2 pxy~xx , 
feu p ~ ~ ZJ - —X* , ideoque 

2 5 j» -f- jr x 3 x — yy d x — o : 

quae etiam per partes integrari poreft, cum 2 xydy — yy dx 
integrabile fiat per faftorem f : ^ , quo vt etiam pars 
jrjfda: integrabilis reddatur, illa forma abit in ficque 'ha- 
bebitur 

'JLZllsrJLZly + Dr = o, 

XX 7 

cuius integrale eft ^2-f-jr — 2 a, vt ante, nili quod altera 

folu- 
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folutio .v =z o hinc non eliciatur. Verum cum aequatio illa 
quadrata pofito n ~ i, fubito abeat in fimplicem, altera radix 
perit, quae reperitur ponendo n~ i — a, quo fit 
y y — 2 p xy — x x — 2 a x x — 2 ap p x jr , 

ideoque par infinitum, reie&is ergo terminis prae reliquis eua- 
nefeentibus eft — pxy — xx — 2 appxx , quae diuifibilis 
per .r, alteram praebet folutionem x — o. Talis quidem re- 
folutio fuccedit, quando valorem p per radicis extrattionem 
elicere licet ; fed fi aequatio ad plures dimenfiones afeendat , 
vel adeo tranfeendens fiat, methodo hic expofita carere non 
poffumus. 

Exemplum 4. 

6 S 4 . Propofita aequatione 

x c)y 3 -+ -y d x 3 = d y d x x y (d x* -f- dy*), 

eius integrale completum inuejligare . 

. \ « 

Pofito et y~ ux, noftra aequatio induet 

hanc formam p 3 -h u — p ■/ u (i -h p p), vnde conficitur 

if rz -i*- , feu / .r — l(p-u) + /JJL . 

Inde autem eft 

Yu — lp-/(i~hpp)-hlp-/(i-~4.p-i-pp) 9 
et quadrando 

u = lpp-p i + lp* + lppY O -*-pPH l —4p+pp) 9 

hineque 

p-U=lp(l + pp)(2-p)-lpp } /(l+ppXi-4p- h pp) > 

vnde colligimus 

Sp dp(e — p) . 3 p Vu — 4 f» -C- p p) 

'p — u sp ti-p-t-pp) a U ~p -t-ppl V <* -t- p p |* 

In quorum membrorum pofteriore, fi ponatur Y~~ + ?! ~ y, 

ob 
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ob d = a p — ct 

4 i — qq 1 r (i — ggi* /(4 — U — qqfl * 

* 6-4-66= (3 -»- g ?) f«->- y( 4 — Q-ggiM] 

r ' rr (1 — 591 » * 

obtinebitur 

fiu — if-WLr-n. + a r ii-M % 

J p— « y 1>|1-P + J|(>) ' (3 -*-g 51 / 14 — i* — 99 I*]* 

vbi membrum pofterius neque per logarithmos, neque arcui 
circulares integrari poteft. 

Exemplum 5. 

68?. Jnuenire relationem inter x et y t vt pofito s =z 
/V (9 x' ■+■ dy*) , j fiat s s z= 2 x y. 

Cum iit s — Y 2 xy , erit 
ds = V(dx' + dy')= 

bineque pofito |^ = p et^^ajr, fiet / (i -f-pp) = 
feu w ~ / a a (i -f-pp) — p, et radice extraria 
V U — V -4- 1 ~ P — i— »4-/d -»-f>p) 

r t 1 1 y 1 y » * 

quare 

» = 1 — p + pp -h(i — p)/0 -4-pp), ct 

p — u = — (1 — p)[i — p-4-/ (1 -+-pp)]. 

Ergo 

= At^=t. [— p - /C» +#/0] = l>p— ir-zfctff- 

At pofito p rr !__* ?, fit 

/• jpyn-f-p^) _ r — ■) 9 ( ■ -+- 9 9 1* 2 P 39 . r _ 3q 

J p(i — p) 7 911 — 55)H9-+-29 — 1) ' '9 99 ^‘• 7 (g-t-i) 1 — * 



= - t -/fl_/L± 5 -j-i/s / £±I±5, 

7 1-fl f VI — 1-fl 7 



hineque 



Lll Iam 
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Iam 

p u __ (i -4- qHi -tq-qq) (t + E* [ * + ** 7 , 

ficque habetur 

lx = C-/(x -♦-*)•+•/?—/ [* -(*■+■ ?)*]-<■ i C-~ S ') 

-JL }ti±i±a— la—l h — (i+fYl— ' t- 1 t'*— 1 

vbi eft » = i = I(x -h ?)“» et i -hfry^, vnde 

x-JJL — \7i fcu x — y ~ a ( t *—■ V > y Y* > vel 

J ~ I-? l V 7 X-t-Vji ^ » 

T » 1 * - - ] 

(Vx-h Yj> ** = «(/ x — Y 

Eft ergo aequatio inter x et Jr interfcendens, vti vocari folct, 

Scholion. 

6$>6. Facilius haec refolutio abfoluitur quaerendo fla- 
titn ex aequatione 

t/ -+-£-/ 2 » (i -+- p p), fcu uu + aup-i-pp-zu-t- aup p 
valorem ipfius p , qui fit 

„ — «-»•✓(««— *-»»»-«■») feu p = l±'. l ~y.nL l J!. et 

F 17=-: ’ r ■»— * > 

^ Ii— «>(•»-+- Vs«) (» — “) * /,u . 

P »B~I V*«* 1 

Quare „ , 

lx — / ^ITu ' fi-ul/T* “ ^ (i — w»yi»" 

Sit «net!, eritque 

/■ a« - — j_ r *a>v — t j i-i-v ^ 

J ^ i— Bjy»« v». •* * — vv v* » — v~ 

hineque 

ix=io— 

Vnde ob u = l, reperitur x = -~- y Tt mt «- 

Quare fi curua defideretur coordinatis reiftangulis x et j de- 

termi- 
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terminanda, vt eius arcus s fit ir;, erit aequatio eius 
naturam definiens 

I _ | . j * ^ | 

(V *-t-Yy) v * — a (V* — Yy) y% 

Caeterum euidens eft fimili modo quaeftionem refolui pofle, 
fi arcus s fundioni cuicunque liomogeneae vnius dimenfionis 
ipfarum x et y aequaetur , feu fi proponatur aequatio quae- 
cunque homogenea inter x, y et j, id quod fequenti proble- 
mate oftcndiffe operae erit pretium. 

Problema 90. 

687. Si fuerit s — f ■/ (3 x* -+- 3j*), atque aequatid 
proponatur homogenea quaecunque inter x, y et r, in qua 
fcilicet hae tres variabiles jc, y et r, vbique eundem dimen- 
fionum numerum conftituant, inuenire aequationem finitam in- 
ter x et y. 

Solutio. 

Ponatur y rr u x et s — v vt hac fubftitutione ex 
aequatione homogenea propofita variabilis x elidatur, et ae- 
quatio obtineatur inter binas u et v y vnde v per u k definiri 
poffit. Tum vero fit d y —p d x, eritque 

3 j — d x y/ (i -f -pp) 1 vnde fit 

pdx udx -+- xdu, et dx )/(* -*-pp) = vdx •+■ xdv y 

ergo 

d X d* d V 

~x f> — u Vl 1 p p) V * 

Quia nunc v datur per «, fit 3 v — q 3 w, vt habeatur 
/(* -hpp)=zv-hpq — qu, 
et fumtis quadratis 

i~\-pp=.(v — quy-h2pq(v — qu)-hppqq, 
vnde elicitur 

LU a P^ 
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D — ^ ('o — g «i - 4 - y fi-u — ^ — i 
r 1 — 44 - 

p H — q V — U + V [\v — q u\* — i + q q} 

r l — qq 

Quare hinc deducimus 

a X a[i — q q) 3v[qv — u — V[{ v — tt >* — l + qq? 

* gi> — tt-t-Vllu — «jul* — I -H1J9] 1+»» — vv ’ 

vnde cum 4? et q detur per «, inueniri poteft x per eandem 
u : at ob qduzzdv fiet 

lx — la — l i/(i h-uu — vv) — f i* *[(*-<!«*-.’ + ul , 

tum vero eftjrzttx, feu pofito 2 - loco u habebitur aequa- 
tio quaefita inter x et /. 

Corollarium i. 



<588. Cum s exprimat arcum curuae coordinatis re- 
ftangulis x et y refpondentem , fic definitur curua, cuius ar- 
cus aequatur fundioni cuicunque vnius dimenfionis ipfarum x 
et^; quae ergo erit algebraica, fi integrale 

r *uV[{v — q v) 2 — i — <7 <? 1 



per logarithmos exhiberi poteft. 



Corollarium 2. 

/ • 

<5 89 . Simili modo refolui poterit problema, fi s eius- 
modi formulam integralem exprimat, vt fit ds — Q 3 x, exi- 
ftente Q fun&ione quacunque quantitatum />, u et v. Tum 
autem ex aequalitate ^ ~ valorem ipfius p elici 

oportet, et quia v per u datur, erit / x — 

Exemplum i. . 

690 . Si debeat efle s~ax-h j3^, erit v~ a-+-|3«, 
et ? — H — P» hinc v — qu=z<x, ergo 

l x — I a — l y [i-b-uu — (a -+- G u) 2 ] — . 

rt ' r ' ■* — la-epm*’ 

quae 
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quae poftrema pars eft 




3u Vja n 4-133 — i) 

11 — a ap u -t- ( t — pp)uu 



= (««+fSp- 0 ! / a - 



3 n 

— i-t-aapu-t-ipp 



quae transformatur in 

• r (PP — i) Js Via. a -4- P P — t) 

J [u l (3 — x ) -t- ct fi — yja o + P P — i")J [« iPP— il-+-a(J + /ia a + p(3 — i)] 

I 1 ( 33 — v'(l — 1) 

5 fp 3 — lJu + ap-f-Vlaa-t-pp — O * 

Quare pofito « — aequatio integralis quaefita eft, fumtis 
quadratis , 

* x -+- y y — (a * -4- 3 .?)* (P 3 — t ) y -4-g P t - i^(h + 33-i) _ 

a a (pp— i)>-t-a3x4-*Vla<*-t-pP-’ , > 

At pofito 

(P P — i); + a(3r- */(aa-*-pp — i) =: P 
(p (3 — i) y -t-apjf-t-Jf> / (aa-+-pp — i) = Q 

eft 

P Q - (pp — ^) % yy- + - 2 (pp— i) xy-h(aa— i) CPP — 0 *x 

= (pp- i) [(«*-+- P J)' — xx—jj], 

vnde mutata conftante fit ergo vel P — o vel Q=^i 

folutio ergo in genere eft 

(P p — i) y -+-«P^±-* , V / («a- + -PP — *) == *9 
quae eft aequatio pro linea re<fta. 



Exemplum 2. 

6gt. Si debeat efle j- 8 -^, erit vziftuu et q-znu; 
vnde 1 u u — v v ~ i u u — « » u 4 et w — q u ~ 

ergo 

u = ta - 1 /o u u - »»«•) 

quae formula autem per logarithmos integrari nequit. 

L 1 1 3 Exem- 
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Exemplum 3. 

692. Si debeat efle s s ~ x x -t- y/, erit -+-««) 

et Q — — ,» vnde fit i u u — v v — o, foiudonem er- 

go ex primis formulis repeti conuenit, vnde fit 
— qu~ 

qq—l = 7 =i v Ct qv — U~ 0 ; 

ergo p — u = o, feu || — * — °» ita vt prodeat f = tr x. 



Exemplum 4. 

<593. Si debeat efle sj-jy-hnx x, 

et q — — 2 , erit i •+•«« — vv ~ i —n, 

et qq — 1 — — 7 " • Quare habebitur 



feu v 

v —qu rr _ — * 

‘ /in u -+- m 



hineque 



lx = la-lY<ii-n)-^J±X£^ 

= lb -+- nfen 7 [« + /(“« -h »)] * 



* — /' 3 '-*- Vty >-+-11 * *J\ 

r — v * > 



n — 



Quoties ergo eft numerus quadratus, aequatio inter x et 
j prodit algebraica. Sit = erit n — — et 

ssznyy- cui conditioni fatisfit hac aequatione al- 
gebraica 

*-*-■ = t y + v ( f j + =i£i)]- 

quae tranformatur io 

• z » — m e 

x m — 2 b m x m y ~ b n , feu 



{m m — 1) ar m — m m b m 

y — ”” ~ j 1 — m 

a (« m — 1 )b m x m 



Corcl- 
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Corollarium. 

tfp 4. Ponamus m — J , ac fi fuerit 

b* n -4- ( n n — 1 ) x** 

y — — — i — , erit 

z(nn — i)b n x'- 1 

s s —yy — ^7 j fcu j — — 

Quare fi 

Problema 91, • 

695. Si polito 1 %-p, eiusmodi detur aequatio inter x, 
y et p , io qua altera variabilis vnicam tantum habeat di- 
menfionem, inuenire relationem inter binas variabiles x et y. 

Solutio. 

Hinc ergo y aequabitur fundlioni cuipiam ipfarum x 
et p, vnde differentiando fiet dy — P d x -h Q dp. Cum igi- 
tur fit dy—pdx, habebitur haec aequatio differentialis 
(P — p)dx-t-Qdp = o, quam integrari oportet. Quoniam 
tantum duas continet variabiles x et p, et differentialia fimpli- 
citer inuoluit, eius refolutio per methodos fupra expolitas eft 
tentanda. 

Primo ergo refolutio fuccedet, fi fuerit Prp, ideoque 
Byrpdx-hQdp. Quod euenit, fi y per x et p ita deter- 
minetur, vt fit y r p x IT, denotante II fumflionem quamcun- 
que ipfius p. Tum ergo erit Qrx-t-|j-j et cum folutio ab 
ifla aequatione Qdpro pendeat, erit vel 3 pro, hincque 
p r a, feu y r a x -+- vbi altera conflantium a et (3 per ipfam 
aequationem propofitam determinatur , dum polito p r a fit 
0 = 11* vel erit Quo, ideoque xr — iP , et y ~ — -j- II, 

vbi 
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vbi ergo vtraque folutio eft algebraica, fi modo II fuerit fun- 
dio algebraica ipfius p. ' 



• • 

Secundo , aequatio (P — p) d x Qd p — o , refolu» 
tionem admittet, fi altera variabilis x cum fno diflferentiali dx 
vnam dimenfionem nou fuperet. Euenit hoc fi fuerit y — 
p x n, dum P et II funt fundiones ipfius p tantum , cum 
enim erit P = P et Q := x ~ H- i? , hincque haec habeatur 

aequatio integranda 

(P— p)3*-f-x5P-f- 3lI=o feu aar-f-— J— — 



f li- 
quat per r multiplicata dat 

r 3 p fUL 

e J *-p x = — f c J p-p 11L. 

erit aequatio integratis 
yj nn. 



3K 

R. 



Siue ponatur ±1^ 

Rx = C-/f. i| = C 



d e 



Vnde fit 

y — 



C ■ i r3n 3 K 

-t~~t J -~rr- ’ 



Tertio refolutio nullam habebit difficultatem , fi deno- 
tantibus X et V fundiones quascunque ipfius x } fuerit y = 
X-f-Vp. Tum enim erit 

d y zzz p d x — d X -4- V d p — H p d V j 

ideoque 

fit — — — , vt R fit etiam fundio ipfius x f erit 
-lp = C— feu p = c J — v/x» ct 

y = 
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; = X+CR-R/^, 
quae aequatio relationem inter x et y exprimit. 

Quarto aequatio (P — p) dar-f-Qdp — o rerolutionem 
admittit fi fuerit homogenea. Cum drgo terminus p d x duas 
contineat dimenfiones , hoc euenit , fi totidem dimenfiones et 
in reliquis terminis infint. Vnde perfpicuum eft, P et Q efle 
debere fundtiones homogeneas vnius dimenfionis ipfarum x et 
p. Quare fi y ita per x et p definiatur , vt y aequetur fun- 
dtioni homogeneae duarum dimenfionum ipfarum x et p, re- 
folutio fuccedet. Quodfi enim fuerit dy — P d x Q dp , 
aequatio folutionem continens (P — />)djr-bQ 3 p — o, 
erit homogenea , fietque per fe integrabilis , fi diuidatur per 
( p — P)*-+- Q.P- 

Corollarium i. 

696. Pro cafu quarto fi ponatur y ~ z z , aequatio 
propofita debet efle homogenea inter tres variabiles x, z et p. 
Vnde fi proponatur aequatio homogenea quaecunque inter x, 
2 et p , in qua hae ternne litterae x , z et p vbique eundem 
dimenfionum numerum couftituant, problema femper refolutio- 
nem admittit. 

Corollarium 2. 

69 7. Simili modo conuerfis variabilibus , fi ponatur 

x — V v et — y, vt fit p ac proponatur aequatio ho- 

mogenea quaecunque inter j, v et y, problema itidem refolui 
poteft. 

Scholion. 

69 s. Pro cafu quarto, vt aequatio (P — p)dx-¥-Qdp~o 
fiat homogenea , conditiones magis amplificari poflunt. Pona- 
tur enim x ™ v 1 * et p— q' , fitque fa&a fubftitudone haec 

M m m ae- 
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aequatio 

[x (P — y v ) v ll ‘~ t 5 v y Q y v "-‘ d q — o 
homogenea inter v et 7, eritque P fun&io homogenea v di- 
menfionum , et Q fundtio homogenea /x dimenfionum. Cum 
iam fit 

d y — P 5 x-f-Q 9 />r=:|xP v >i ~ l dv-\-vQq' , — I dq, 
erit y fun&io homogenea jx -+- v dimenfionum. Quare pofito 
i ;=:2 l ‘ + ' problema refolutionem admittit, fi inter x % y et p 
eiusmodi relatio proponatur, vt pofitio y ~ x ~ v* et 

p — q' habeatur aequatio homogenea inter ternas quantitates c, 
v et q , ita vt dimenfionum ab iis formatarum numerus vbique 
fit idem. Ac fi propofita fuerit huiusmodi aequatio homoge- 
nea inter s, v et q , folutio problematis ita expedietur. Cum 
fit dy — p d x, erit 

(p. -h v) — * 5 2 — p. q' 5 v; 
ponatur iam z — rq et v~sq , et aequatio propofita tantum 
duas litteras f et i continebit, ex qua alteram per alteram de- 
finire licet , tum autem per has fubftitutiones prodibit haec 
aequatio 

(/jl H- (rdq -hqdr)=z 

/x q' i ~ hl, ~ 1 (s d q q d s) , 

ex qua oritur 

d q jx * d s — (jul -4 - v) v “ 1 9 r 

q (p H- v) * — /x * 

quae efl aequatio differentialis feparata , quoniam s per r da- 
tur. Quin etiam bini cafus allati manifeflo continentur in for- 
mulis y ~ x ~ v* 1 et p — q prior fcilicet fi (x m 1 

et y— 1, pofterior vero fi |x a et v — — 1. Hos igitur 
cafus perinde ac praecedentes exemplis illuflrari conueniet , 
quorum primus praecipue eft memorabilis , cum per differen- 

tia- 
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tiationem aequationis propofitae y — p x II ftatim praebeat 
aequationem integralem quaefitam , neque integratione omnino 
fit opus , fiquidem alteram folutionem ex dpz=. o natam ex- 
cludamus. 

Exemplum i. 

<5pp. Propojita aequatione different iali 
y d x — x dy — a Y (d x* dy *) 
eius integrale inuenire. 

Polito | y -—P fi ty — px — ay(i~\-pp), quae ae- 
quatio differentiata, ob dy — p d x, dat — x dp = , 

quae cum fit diuifibilis per dp praebet primo p — a, hincque 
y — ax-f-a/Ci-haa). Alter vero fador fuppeditat x =z 
. -.l £_ . hincque 

y — — u a V ( i P P') — - — . 

vnde fit x x -+-yy — a a , quae eft etiam aequatio intcgralis , 
fed quia nouam conflantem non inuoluit , non pro completo 
# integrali haberi poteft. Integrale autem completum duas ae- 
quationes compleditur. Scilicet 

y — a x -h a y (i +cta) et x x -f -y y — a a , 
quae in hac vna comprehendi poffunt 

[(J' — a x) 1 — a a (i a. a)](x x -t-yy — aa)~ o. 

Scholion. 

700 . Nili hoc modo operatio inftituatur , folutio hu- 
ius quaeflionis fit fatis difficilis. Si enim aequationem diffe- 
rentialem ydx — x dy — a y (D x 2 -+- dy*) quadrando ab ir- 
rationalitate liberemus , indeque rationem ^ per radicis ex- 
tradionem definiamus, fit 

M m m z (x x 
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(xx-raa)dy — x ydx~-±adx \/(xx-\-yy — a a) 
quae aequatio per methodos cognitas difficulter tradatur. Mul- 
tiplicator quidem inueniri potell vrrumquc membrum per fe 
integrabile reddens; prius enim membrum (xx — aa) dy—xydx 
diuifum per 7 (arx — axi) fit integrabile, integrali ex i (lente 
rz: / y - { XX y _ aa) • vnde in genere multiplicator id integrabile red- 
dens efl 



i (D : 1 

y(xx— aa) V lx x — a a) 

quae fundio ita determinari debet , vt eodem multiplicatore 
quoque alterum membrum a 3 x Y ( x x 4 - y y — a a) fiat in- 
tegrabile. Talis autem multiplicator efl: 

» y — i 

y(xx — ao] * V \x x + y y — a a) (x x — a al y' ( x x jr j — a a) 

quo fit 

(x g — a a' d y — x y3x , 

(xx — aa)Y^x-t-yy — oo) xx — aa 



Iam ad integrale prioris membri inuedigandum, fpedetur x vt 
conflans, eritque integrale 

~ l [y -V- V (*x -h yj — a a ) ] -+- X , 
denotante X fundionem quampiam ipfius x , ita comparatam , 
vt fumta iam y conflante fiat 

xix -h d X — —xydx 

[y + V{xx + yy — aa)]Vixx-hyy — aa) ' (xx — aa )Yixx -+- y y— a a) 

feu 



— i 3 i [>- V(xx-*-yy — oaM + 
(xx — a o) /(X x -+■ y y — a a) 



—xy3x 

(xx — aa)y{xx-i-yy — a a) 



y 



vnde fit 



dx — 



X d X 



et X — l 



c 



Y(xx — aa) 



Quare integrale quaefitum efl 

* [J + V (* x +yy - a a) J + / ^ xx c _ - ^ } = ±; l , 
vnde fit 

J' -h 
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y 4- •/ (x x -\-y y — a a) — a. (x -± a) , hiocque 
xx — a a — a a (x + a' — 2 a (x -± a) y , vel 
+ + — 2 a y 

quae autem tantum eft altera binarum aequationum integrali- 
um, altera autem aequatio integralis xx+yyzaa iam quafi 
per diuifionem dc calculo fublata eft cenfenda. Caeterum ea- 
dem folutio aequationis 

(aa — xx) dy-+-xydx = ±adxi/(xx-hyy — aa) 

facilius inftituitur ponendo yzu]/ (aa — xx), vnde fit 
3 

(a a — x x)* d u ~ -± a d x y (a a — x x) (u u — 1) feu 

d U •+" a d x_ 

V ( it u — 1 ) aa~xx ’ 

cui quidem latisfit fumendo u=i, neque tamen hic cafus in 
aequatione integrali continetur, vti fupra iam oftendimus. Ex 
quo fufpicari liceret alteram folutionem xx-\~yyzz.aa adeo 
efle excludendam, quod tamen fecus 1'e habere deprehenditur ; 
fi ipfam aequationem primariam — a perpendamus. 

Si enim x et y fint coordinatae reftangulae lineae curuae, for- 
mula 2 .^ exprimit perpendiculum ex origine coordina- 
tarum in tangentem dimiflum , quod ergo conftans efle debet. 
Hoc autem euenire in circulo, origine in centro conftituta , 
dum aequatio fit x x -+ -yyzaa, per fe eft manifeftum. At- 
que hinc realitas harum folutionum, quae minus congruae vi- 
deri poterant, confirmatur, etiamfi earum ratio haud fatis clare 
perfpicitur. 

Exemplum 2. 

* 701. Propofita aequatione differ entiali 

ydx — xdy = °! 3 *\±- i Lr- ] 
eius intcgrale inuenire. 

M m m 3 Pofito 
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Pofito dy — p d x 9 fit y — p X — a (x -+- p p), et diffe- 
rentiando — xdp— zapdp; vnde concluditur vel 9p~o, 
et p — a, hincque y x x + a (i -f -a a), vel x — — 2 ap 
et y~a(x — pp), ficque, ob habebitur 4 ay=z 

4 a a — xx, quae aequatio ad geometriam translata illam con- 
ditionem omnino adimplcr. 

Ex aequatione autem propofita radicem extrahendo re- 

peritur 

za'dy-\-xdx—'dxy(xx-\-4.ay — 4 a ci) y 
quae pofito y — u (4 a a — x x), abit in 

a adu (4. a a — x x) — x dx (4. au — 1) 

— d x f/ (40 a — x x) (4. a u — 1), 
haecque pofito 4 au — 1 — 1 1 , in 

t 9 / (40 <2 — xx~) — itxdx ~ tdx y (^4-a a — x x')^ 
quae cum fit diuifibilis per /, concludere licet / — o, ideo- 
u = atque hinc 4. ay z=z 4. a a — x x. 

Exemplum 3. 

702. Propofita aequatione differentiali 

ydx — x dy = a y (d x 3 -i- dy 3 ), 
eius integra! e afii gnare. 

Haec aequatio more confueto, fi rationem ±2 inde ex- 
trahere vellemus, vix tradari poflet. Pofito autem* dy ~pd x 

*** y $ x a y ( i * 4 'P , )j ct diflferentiando x? p °pp>p ^ 

vrnde duplex conclufio deducitur, vel dp = o et p = a?%c- 
qae/^ar+a^r+a^ vel 

x r: 



y 
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x — * - .f J - L - et — - — 2 , 

vnde fit pp — — et ob (i -+-/> 3 )* = erit p*-*^ — i, 
hincque =■-%, feu x» -+- (o >/ a -y Y j)' =z o. 

Exemplum 4. 

703. Propojita aequatione differentiati 

ydx — n x dj — a Y (d ** -+- dy) , 
eius integrate inuenire. 

Pofito dj — p d x, habetur y — np x a /(x -+-p p) t 
■vnde differendando elicitur 

( i—n)pdx — nxdp=: fiue 

3 v- nxSp 

(I — n)p (I — «dli + f fr 

n 

quae per p’ 1 ' -1 multiplicata et integrata praebet 

n 

— a f p n ~ l 3 p 

^ i — nJ Y^i-hpp) 

Hinc deducimus cafus fequentes, integrationem admittentes 
fi n = l; p 3 x=zC — \a(pp — ?)/(* ->-pp), 
fi p 5 x= C-?a(p 3 -?p a -f-^) / (i -»-pp), 

fi n~U p J x = C- } a (p* - {p* + + p p ) 9 

ac fi n — erit y = p x -+- <z Y (i -+- p p) ■+• et 

*= _£ 

,.» Xa (. IA— + -iAliAniL-cc' W /rt . 

(2X-+-1 )p\ { 2 X—I)pp (2X— 1)(2*— 3 )p 4 / 

Quodfi ergo fumatur X = oo, vt fit « == i , erit 
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* SECTIO IIL 



4 <*4 



jy =p x + a / (i +p p), et * z= 



C a p 



p iX+t Y( i -*-pp) 

vnde fi conflans C fit rro, ftatim fequitur folutio fuperior 
x x -hy y ~ a a. At fi conflans C non euanefcat, minimum 
difcrimen in quantitate p infinitam varietatem ipfi x inducit. 
Quantumuis ergo x varietur, quantitas p vt conflans fpedari 
poteft, vnde pofito p~a , altera folutio y —ax-+-a }/(i -*-aa) 
obtinetur. Hinc ergo dubium fupra, circa exemplum i. na- 
tum, non mediocriter illuftratur. 



Exemplum 5. 

70 +. Propofita aequatione differ entiali 
A 3 y n — (B r* -+- CjP) d x n 
exijlente n — , eius integrale inuejligare. 

Pofito 12 — p erit A p n — B x a ■+■ C y 3 . Ponamus iam 
p — q*V, x — v fin et y~ s“", vt habeamus hanc aequatio- 
nem homogeneam Aq?® n - Bv** 3 " Cz ai3 % quae pofitis z~rq 
et v~sq , abit in A =r B j a ‘ Jn -f- C r*^ n . Cum vero fit 

dy~anz an ~ , dz~a.nr' tn ~'q an ~ I (rdq-\-qdr') et 
p dx~ (3nvP n ~ t q a Pdv~(5nsP n ~' q a P*P n ~ t ( sdq-hqds ), 

erit 

atP n - l (rdq-\-qdr) == fis ?'- ' (sdq + qds). 

Eft ver» per hypothefin a fi fi n — a » — o, vnde oritur 
a r“" 3 q -f- a r 0 *"" 1 ?arrrpj (Jn ay-|-p^' l “ I fa/, 
hincque 

a9_af an “ , ar — ' 

~q fisi ” 1 — ar an 

At eft 
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S E G T I O III. 



4<>5 



*• = (*=££!)*, hincquc 

ds=— ^i*>— * * » 



rade fit 





b \ b y 

„ /A — C r*P*\« 

P C B ) - ar 



f 



Facilius autem calculus hoc modo inftituetur; fumto 
A = i , erit 

p=H=< bj* + c//, 

a 

fit ^ =r jtF k, fiet 

a a — 3 a I 

a9jr=r:jr'‘9jf(B-f-C tt p ) n , 

quae aequatio, cum fit abit in hanc 

pxDB-f-aKSjf^lHdarCB-l-C iPj* , 
vnde fit 

9jc (3 d « 

“7 » 

* 0 (B -f- C «P)" — au 

_ a 

ficque x per a determinatur, et quia u~x F y, habebitur 
aequatio inter ar et y. 

Scholion. 

705. Hoc igitur modo operationem inftitui conueniet, 
quando inter binas variabiles x et y vna cum differentialium 

N n n ratione 
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4 <j5 sectio m. : ^ 

ratione eiusmodi relatio proponitur, ex qua valor 

ipfius p commode elici non poteft. Tum ergo calculum Ita 
tradari oportet, vt per difFerentiationem ponendo dy — p d x 
vel tandem perueniatur ad aequationem differentia- 

lem fimplicem inter duas tantum variabiles, quem in finem 
etiam faepe idoneis fubftitutionibus vti necefle eft. Atque 
hucusque fere Geometris in refolutione aequationum diflferen- 
tialium primi gradus etiamnum pertingere licuit, vix enim vl- 
la via integralia inueftigandi adhuc quidem adhibita hic prae- 
termiflfa videtur. Num autem multo maiorem calculi inte- 
gralis promotionem fperare liceat? vix equidem affirmauerim , 
cum plurima exrent inuenta, quae ante vires ingenii humani 
fuperare videbantur. 

Cum igitur calculum integralem in duos libros fim 
partitus, quorum prior circa relationem binarum tantum va- 
riabilium, pofterior vero ternarum pluriumue verfatur, atque 
iam libri primi partem priorem in differentialibus primi ofdi- 
nis conftitutam hic pro viribus expofuerim, ad eius alteram 
partem progredior, in qua binarum variabilium relatio ex datr. 
differentialium fecundi aitiorisue ordinis conditione requiritur» 
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